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Resumen

Esta tesis se enmarca en la teorfa de conjuntos difusos, particularmente en la geome-
tria difusa. El proposito de esta investigacion es establecer una extension del teorema
de Pitagoras en esta nueva geometria.

Tres capitulos componen este trabajo. El primero estd dedicado a entregar las no-
ciones de conjunto y nimero difuso, elementos que han sido estudiados en una gran
cantidad de articulos cientificos debido a las diferentes aplicaciones que tiene esta ra-
ma de la matematica. El segundo capitulo provee una revisién de papers que abordan
los elementos geométricos difusos que son utlizados en esta tesis y fija los conceptos
claves para lograr el objetivo que hemos propuesto. Ejemplos y graficas acampafian
las definiciones lo que es un aporte a la comprensiéon de las mismas. Finalmente, el
tercer capitulo establece el resultado principal de esta propuesta, esta es una versién
del teorema de Pitagoras en la geometria difusa. Para la demostracion del teorema
los niimeros difusos y su conjunto a-cut juegan un rol principal.

Palabras claves: Geometria difusa; Conjuntos difusos; Numeros difusos; Teorema
de Pitagoras.
Clasificacion AMS: 03E72; 94D05.



Abstract

This thesis is framed in fuzzy set theory, particularly in fuzzy geometry. The purpose
of this research is to establish an extension of the Pythagorean theorem in this new
geometry.

Three chapters compose this work. The first one is dedicated to provide the notions
of fuzzy set and fuzzy number that have been studied in a large number of scientific
articles due to the different applications that this branch of mathematics has. The
second chapter provides a review of papers that address the fuzzy geometric elements
that are used in this thesis and sets the key concepts to achieve the objective we have
proposed. Examples and graphs accompany the definitions which is a contribution
to the understanding of them. Finally, the third chapter establishes the main result
of this proposal, which is a version of the Pythagorean theorem in fuzzy geometry.
For the proof of the theorem, the fuzzy numbers and their set alpha-cut play a main
role.

Keywords: Geometry; Fuzzy set; Fuzzy Geometry; Fuzzy Numbers; Pythagorean
Theorem.
AMS subjet classifications: 03E72; 94D05.



Introduccion

La teoria de conjuntos tiene su nacimiento con el trabajo desarrollado por Georg
Cantor en 1874 ([Cantor, 1874]). La elegancia de esta teoria llevo a que la matematica
actual la sittie como un pilar esencial en las fundaciones de esta ciencia. La idea de
usar conjuntos para formalizar la matematica es definir todos los objetos matematicos
como conjuntos: niimeros, funciones, algebras, figuras geométricas, etc. Sin embargo,
la dicotomia estricta de pertenecer o no a un conjunto hace complicada ciertas tareas
o decisiones. Por ejemplo, ;cémo determinar quién pertenece o no a un conjunto que
usa términos no claros, difusos o vagos?, en particular ;como determinar los objetos
del conjunto de colores hermosos? En ciertas ocasiones, se toman decisiones drasticas
en funcién de estas clasificaciones que no son del todo sencillas de hacer.

A mediados de la década de los sesenta, Lofti A. Zadeh introduce en su célebre
trabajo, titulado Fuzzy sets, las nociones de conjuntos difusos (|Zadeh, 1965]). Su
objetivo fue representar de una manera matemadtica esa incertidumbre que genera
la definicién vaga de algin conjunto, utilizando valores entre 0 y 1 para representar
cuanto el objeto pertenece al conjunto (1 significa que ciertamente pertenece y 0 que
ciertamente no estd en el conjunto y valores intermediarios significa que pertenece
parcialmente al conjunto). Formalmente, un conjunto difuso A est4 conformado por
pares ordenados de tal manera que:

A= {(z,pz(2)) 2z € X, pz(x)€0,1]},

donde p 7 es la funcion de pertenencia o Membership del conjunto y X C R" (ver
[Lee, 2005], [Zadeh, 1965]).

La teoria de los conjuntos difusos ha avanzado de diversas maneras y en muchas dis-
ciplinas. Las aplicaciones de esta teoria se encuentran, por ejemplo, en la inteligencia
artificial, la informaética, la teorfa de la decisién, teoria de control, la logica, la ciencia
de la gestion y la robotica, ver por ejemplo [Ahuja et al., 1978, [Egusa et al., 1995],
[Clark et al., 2008], [Rosenfeld, 1984b], [Castillo et al., 2016, [ Yoshimura et al., 1995],
[Lingala et al., 2014] y [Zimmermann, 2001]).

7



Introduccion 8

Un conjunto difuso ampliamente estudiado es el famoso niimero difuso. Estos con-
juntos son en una cierta manera una extension de los numéros reales. En efecto, un
ndmero triangular difuso A es representado por el trio (a;, a, a,), donde a;, a,a, € R.
Sia; = a = a, entonces A = (a,a,a). Esto ultimo, corresponde a la representacion
difusa de un nimero real (mas detalles de nimeros triangular difuso ver [Lee, 2005]
y para la representacion difusa ver [Gonzalez and Manriquez, 2016]).

Las ideas sobre las nociones geométricas difusas han sido propuestas por muchos
investigadores, entregando nociones de punto, linea, dngulos, planos, areas, perime-
tros y formas. Vea por ejemplo las referencias [Rosenfeld, 1998], [Rosenfeld, 1984a],
[Rosenfeld, 1994], [Bogomolny, 1987], [Guha and Chakraborty, 2010], [Li and Guo, 2007],
[Gupta and Ray, 1993] y [Loffler and Kreveld, 2008]; sin embargo, sélo Buckley y Es-
lami en los trabajos [Buckley and Eslami, 1997a| y [Buckley and Eslami, 1997b] die-

ron algunas ideas sobre la construccién y representacion de las entidades geométricas
difusas basicas en un marco matematico.

Por otro lado, el famoso teorema de Pitagoras que es recordado por una mayoria de
estudiantes, incluso sin comprender su real importancia, ha sido extendido de dife-
rentes maneras y en diferentes geometrias. De manera muy sencilla, la ley de los cose-
nos es una de ellas. Otras versiones sobre diferentes espacios y geometrias pueden ser
encontradas por ejemplo en [Conant and Beyer, 1974], [Alber, 1998], [Cook, 2013,
|Ungar, 1999] y [Amari, 2009].

Lo anterior da cuenta que este resultado matemaético ha atraido y tiene atraida la
atencion de muchos investigadores que intentan generalizar o extender las ideas a di-
ferentes geometrias o espacios. En [Cabrera and Vivanco, 2018], basados en los traba-
jos de Buckley y Eslami ([Buckley and Eslami, 1997a, Buckley and Eslami, 1997b]),
se establece una generalizaciéon, no del todo completa, del teorema de Pitagoras en
la geometria difusa, considerando puntos difusos que definen conos de base circular
de radio r > 0.

Esta tesis tiene como objetivo entregar una versién mas general del Teorema de
Pitagoras en la geometria difusa, siguiendo las ideas de (|[Buckley and Eslami, 1997a,
Buckley and Eslami, 1997b]) y considerando puntos difusos que definan conos con
base circular con radios diferentes.

Para alcanzar el objetivo, caracterizamos de manera general el conjunto a-cut de la
distancia difusa, denotada por D, entre dos puntos difusos. Algunas definiciones y
resultados de conjuntos convexos son utilizados debido a que el conjunto a-cut de
un punto difuso es un subconjunto compacto y convexo de R? (Definicién 2.1.1).
Particularmente, si dos puntos difusos definen un cono de base circular de radio r;
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v 79 respectivamente, establecemos que

D(a) = [a = (ri(e) + ra(@)), a + (ri(a) + ra2(@))];

donde a es la distancia euclidiana entre los puntos de R? que tienen funciéon de
pertenencia igual a 1.

Nuestro resultado principal establece, bajo ciertas condiciones, una relacién de sub-
conjunto difuso entre las medidas difusas que definen los lados del tridngulo rectan-
gulo difuso (Teorema 3.2.2). Esta condicion depende de los radios de cada punto
difuso. Ademsés, la propuesta en [Cabrera and Vivanco, 2018] queda como un caso
particular si los radios son congruentes.

Lo que sigue esta estructurado de la siguiente forma: en el Capitulo 1 son dadas
las definiciones béasicas para conjuntos difusos y niimeros difusos. En el Capitulo 2,
tratamos las definiciones de la geometria difusa fundamentales para la comprension
de esta tesis. Ademds, entregamos una breve revision de trabajos (seguida desde
[Ghosh and Chakraborty, 2019]) que abordan los elementos geométricos difusos que
tratamos en esta tesis. Cada definicién va acompanada de un ejemplo que la ilustra
de buena manera. El Capitulo 3 esta dividio en dos secciones. En primer lugar ca-
racterizamos de manera general el conjunto D. Finalmente, en la segunda seccién es
entregado el resultado principal de nuestra investigacion.



Capitulo

Preliminares: Teoria de Conjuntos
Difusos

El objetivo de este primer Capitulo es entregar las definiciones y resultados més
importantes de la teoria de conjuntos difusa que son fundamentales para el desarro-
llo y comprensién de esta tesis. Entre estos elementos destacamos: conjunto difuso,
subconjunto de un conjunto difuso, definicién de conjunto a-cut, namero difuso y
operaciones con numeros difusos. Lo anterior es seguido de las referencias |Lee, 2005],
[Zadeh, 1965] y [Zimmermann, 2001].

Para comenzar, nos referiremos a la funcion membership (también llamada funcion
caracteristica, funcion de pertenencia o funcion de discriminacion) que permite re-
presentar si un elemento x pertenece o no a un conjunto A.

Definiciéon 1.0.1 (Funciéon Membership). Para un conjunto A, definimos una fun-
cién llamada membership, denotada por p4, como:

1, siysolosizeéeA,
pa(r) = . .
0, siysolosixz¢A.

Es decir, la funcién p4 asigna los elementos en el conjunto universal X al conjunto

{0,1}.
pa(z) : X — {0,1}.

Definicion 1.0.2. Un conjunto A C R"™ es convexo si para todo s,r € A y para
todo A € [0, 1]
Ar+(1-XN)seA

10



CAPITULO 1. PRELIMINARES: TEORIA DE CONJUNTOS DIFUSOS 11

1.1. Conjunto difuso

La l6gica del conjunto difuso hace referencia a la incertidumbre que genera la impre-
cision, la vaguedad o ambigiiedad sobre un concepto, o carateristica exacta, ya sea
preferencia, color, calidad, etc., de una cosa.

Para diferenciar los conjuntos difusos de los conjuntos definidos (es decir los conjun-
tos clasicos), los denotaremos como A y se leerd como conjunto difuso A.

Definicién 1.1.1 (Conjunto difuso). Sea X C R™ un subconjunto no vacio del

espacio euclidiano n-dimensional. Un conjunto difuso A esta conformado por pares
ordenados de tal manera que:

A={(w,uz(x)) s v € X, pyla) € [0,1]}.

Observe que para los conjuntos difuso, la funcion Membership queda definida de la
siguiente manera:

Observacién 1. El conjunto difuso vacio § es caracterizado por pi(z) = 0.

Ejemplo 1.1.1. Considere el siguiente conjunto difuso

A = {(1,80;1), (1,50; 0), (1,705 0,8), (1,60; 0,5), (1,55; 0), (1,75;0,9)(1,67;0,8); 0,9)}.

Definicion 1.1.2 (Soporte). Considere el conjunto universal X y sea Aun conjunto
difuso tal que A C X, entonces se define el soporte de A como:

Soporte(A) = {z € X : pz(w) > 0}.
Esta definicién ayuda a representar el conjunto de todos los puntos con pertenencia
positiva en el conjunto difuso.

Ejemplo 1.1.2. Considerando el conjunto visto en el ejemplo (1.1.1), tenemos que
el soporte de A estard dado de la siguiente forma:

Soporte(A) = {1,60;1,70;1,75;1,80}.

Definiciéon 1.1.3 (Nucleo). El ntcleo de un conjunto difuso A se define como:

Nucleo(A) = {z € X : pi(r) =1}
Definicion 1.1.4 (Conjunto difuso normalizado). Diremos que un conjunto difuso
A es normalizado cuando su niicleo es no vacio, es decir cuando existe al menos un
elemento x € R™ tal que pz(z) = 1.
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1.1.1. Subconjunto de un conjunto difuso

Sean A y B dos conjuntos difusos con p () la funcién membership para A y pg(w)

la funcién membership para B.

Definicion 1.1.5 (Equivalencia de conjunto difuso). Dos conjuntos difusos son equi-
valentes si y solo si las imagenes de sus funciones memberships son iguales, es decir:

A =B, ssi pi(r) = pg(r), Vo € X.

Definiciéon 1.1.6 (Subconjunto de conjunto difuso). Un conjunto difuso serd sub-
conjunto de otro conjunto difuso cuando se cumpla la siguiente relacién:

ACB, si pi(r) < pg(r), Vo € X.

Ademas, podemos definir un subconjunto propio de un conjunto difuso como:

ACB ssi ACBy A#B.

1.1.2. Operacion estandar del conjunto difuso

1. Complemento
Podemos encontrar el conjunto de complementos de un conjunto difuso A de
igual forma que en un conjunto bien definido. Vamos a denotar el conjunto
complemento de A como A'. El grado de la membership puede ser calculado
de la siguiente forma:

par(r) =1—pz(r), Vo € X.
2. Unién

El valor de la membership de un elemento z en la unién toma el mayor valor
de la membership entre A y B.

piop(®) = max[p ;(x), uz(z)], Vo € X.
Es un hecho que A y B son subconjuntos de AUB

3. Interseccién L
La interseccion entre los conjuntos difusos A y B toma el menor valor de la
funcién membership entre A y B.

1 ng(2) = min[uz(2), pp ()], Vo € X.

La interseccion AN B es un subconjunto de Ao B.

Podemos ver que el conjunto complemento, el conjunto unién e interseccién
es aplicable incluso si la funcién membership es restringida a 0 o 1 (es decir,
conjunto bien definido).
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1.1.3. Conjunto a-cut

Definicioén 1.1.7 (Conjunto a-cut)). Sea a € [0, 1]. El conjunto a-cut de A, deno-
tado por A(«), es definido por

)

A(o) {freX: uz>aj, si0<a<1
Q) =
cl{xeX:,ug>0}, sia=0.

donde cl{-} denota la clausura topoldgica.

Note que « es arbitrario. Ademas es importante observar que los conjuntos a-cut no
son conjuntos difusos.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos el conjunto difuso A del Ejemplo (1.1.1). Entonces

A(0,8) = {1,67;1,70}.

Definiciéon 1.1.8 (Conjunto difuso convexo). Un conjunto difuso A es convexo,
si todos los conjuntos a-cut de A son convexos, es decir, si se cumple la siguiente
relacién:
() = min[pz(r), pz(s)),
donde
t=Ar+(1-=X)s; r, seR" Ael0,1];

Las Figuras (1.1) y (1.2) muestran conjuntos difusos convexo.

Figura 1.1: Conjunto difuso convexo.
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nz(t)

llg(T)

T T 5 o

Figura 1.2: Conjunto difuso convexo con p3(t) > pz(r).
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1.2. Numero difuso

La siguiente definicién es fundamental para la comprensién de esta tesis.

Definicién 1.2.1 (Numero difuso). Un Conjunto difuso A es un ntumero difuso si y
solo si A es convexo, normalizado, tiene soporte acotado y sus a-cut son intervalos
cerrados para a > 0.

1.2.1. Operaciones con nimeros difusos

La aritmética de los numeros difusos puede ser generalizada desde la aritmética de
intervalos desarrollada en [Hanson, 1968].

Aritmeética de intervalos

Considere los intervalos A = [a1,a3] y B = [b1, b3] subconjuntos de R. Entonces las
operaciones definidas para A y B son:

1. Adicién
[a1,a3](+)[b1, b3] = [a1 + b1, ag + bs].

2. Sustraccién
[a1,a3](—)[b1,b3] = [a1 — b1, az — bs].

3. Multiplicacion
[al,ag] . [bl,b3] = [a1 by ANay-bgANag-byNas-bs,a1-b1Vai-byVas-b \/ag-bg].
4. Divisién

la1, a3] ap a1, a3z az ai a1 a4z  as

= A2 AZ Ay
[b1, b3] b by by by’ by by by by
excluyendo el caso by =0 o0 b3 = 0.
Donde a A b = min{a, b} y a Vb = mix{a, b}.

La Definicién (1.2.1) de némero difuso sefiala que cada a-cut de A es un intervalo
cerrado. De esta manera, las operaciones entre intervalos son aplicables a los a-cut
de cada namero difuso. Como la operatoria entre dos niimeros difusos es también un
numero difuso, entregamos las membership correspondientes a cada operacion.

Sean Ay B dos ntimeros difusos con p 3 y p1 5 sus respectivas funciones de pertenencia.
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1. Suma: A+ B es definida por

i) = v, (ngipp)
2. Diferencia: A — B es definida por
nipl2)= vV (nghpg)

3. Multiplicacion: A - B es definida por

pig(x)= vV (nzAng)

z=x-y
4. Division A/B es definida por

nijps) = v (niing)

En la literatura de conjuntos difusos, existen diferentes tipos de numeros difusos, por
ejemplo Nimeros difusos triangulares, ntimeros difusos trapezoidales, nimeros difu-
sos gaussianos, L-R types, entre otros. Estas categorias pueden ser vistas y han sido
estudiadas por ejemplo en [Choobineh and Li, 1993|, |Gonzalez and Manriquez, 2016],
[Lee, 2005], [Wang et al., 2006] y [Zimmermann, 2001].

1.2.2. Relaciones entre conjuntos difusos

En la subsecciéon 1.1.1 se definieron las relaciones de inclusién y equivalencia de con-
juntos difusos en términos de sus funciones de pertenencia (ver definiciones 1.1.5 y
1.1.6). Los siguientes resultados establecen las mismas relaciones, pero en funcion
de los conjuntos a-cuts. En los capitulos que siguen nos referiremos a estos resul-
tados para lograr nuestros objetivos. Las demostraciones pueden ser encontradas en
[Cabrera and Vivanco, 2018|.

Teorema 1.2.1. Sean A y B dos conjuntos difusos. Entonces, ACBsi v solo si

Vae(0,1], A(o) € B(a).

Teorema 1.2.2. Sean A y B dos conjuntos difusos. Entonces, A= Bsi v solo si

Vael0,1], A(e) = B(a).

Proposicion 1.2.3. Sean A y B dos ntmeros difusos tales que A(a) y B(a) son
subconjuntos de Rt . Si A C B, entonces A?> C B2,

Proposicién 1.2.4. Sean ;LE,G y D Ntmeros Difusos. Si A C B y C C D,
entonces A+C C B+ D.



Capitulo

Geometria difusa

Las ideas sobre las nociones geométricas difusas han sido propuestas por muchos
investigadores, sin embargo solo Buckley y Eslami (|[Buckley and Eslami, 1997a])
dieron algunas ideas sobre la construccién y representacion de las entidades geo-
métricas difusas basicas en un marco matematico. La siguiente revisiéon de trabajos
de algunos elementos geométricos difusos que tratamos en esta tesis es seguido desde
[Ghosh and Chakraborty, 2019].

En [Rosenfeld, 1998| se hace una breve revision de los estudios sobre la geometria
difusa y la topologia de subconjuntos de imagenes imprecisas, incluyendo la adyacen-
cia, la separacién y la conectividad. Anteriormente, Rosenfeld introdujo los conceptos
de altura, anchura y didmetro de los conjuntos difusos utilizando integrales reales
(|[Rosenfeld, 1984a]). En los trabajos [Rosenfeld, 1984a], [Rosenfeld and Haber, 1984]
y [Bogomolny, 1987| las medidas de la altura, la anchura, el perimetro, etc. definidas
se consideran niumeros reales. Sin embargo, Bogomolny traté el problema compara-
tivamente de forma maés significativa. Deben ser ntmeros difusos y no pueden ser
numeros reales porque si la regiéon esta mal definida, entonces es dificil observar la
medida como se precisa en [Guha and Chakraborty, 2010].

En la literatura, la definicién de un tridngulo difuso en el plano se da de cuatro mane-

ras diferentes: primero, por la interseccion de tres semiplanos difusos ([Rosenfeld, 1994]);
segundo, por tres puntos difusos como sus vértices ([Buckley and Eslami, 1997b]);
tercero, difuminando el limite de un triangulo clasico ([Li and Guo, 2007]) y, por ulti-

mo, por aproximacion del tridngulo clasico ([Imran and Beg, 2011, Imran and Beg, 2012]).
En [Rosenfeld, 1994], el triangulo difuso se define como un conjunto difuso cuyos a-

cuts son triangulos similares. El triangulo difuso definido en [Rosenfeld, 1994| no pue-

17
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de ser un triangulo difuso y es un punto difuso (segin |Buckley and Eslami, 1997al)
cuyo soporte es una region triangular. Las funciones trigonométricas y los angulos
difusos descritos por Rosenfeld son niimeros reales para un tridngulo difuso. Estos
deben ser difusos y no pueden ser las medidas clésicas en general, porque el en-
torno considerado no esta definido con precision. Mientras que Buckley y Eslami
(|Buckley and Eslami, 1997b]) definieron el triangulo difuso mediante tres puntos
difusos como sus vértices. Para formar un triangulo difuso, se unen tres segmen-
tos de linea difusa que se cruzan. Imran y Beg estudiaron el tridngulo difuso o
f-triangulo como tridngulo aproximado. Se informa que en lugar de dibujar un tridn-
gulo con regla, cualquier tridngulo dibujado a mano alzada es un tridngulo difuso.
Posteriormente, también se estudié la similitud de los triangulos difusos. Pero se
observo que el niicleo de este tridngulo difuso no es un tridngulo bien definido. En
[Li and Guo, 2007], el triangulo difuso se define difuminando el limite de un clésico
tridngulo mediante una funcién de paso unitario suave y funciones implicitas.

B. Pham estudi6 la representacién de formas difusas y definié una linea difusa como
una coleccion de segmentos de linea con valores de pertenencia variados ([Pham, 2001]).
Esta linea difusa es béasicamente un segmento de linea difusa. La nocién de lineas
imprecisas descrita por Loffler y Kreveld (|Loffler and Kreveld, 2008]) se convierte
finalmente en un conjunto de lineas. Las propiedades geométricas de los conjuntos
de lineas y de los conjuntos difusos de lineas han sido investigadas por Rosenfeld
(|[Rosenfeld, 1995]). Gupta y Ray consideraron una linea difusa como un conjunto
difuso formado por puntos crispados colineales con valores de pertenencia variados,
es decir, un conjunto difuso es una linea difusa cuando su conjunto de soporte es una
linea recta [Gupta and Ray, 1993]. Segin este punto de vista, los a-cuts de una linea
difusa pueden ser la unién de segmentos de linea desconectados. Ademés, las lineas
difusas descritas en [Chaudhuri, 1991| y [Gupta and Ray, 1993] también pueden te-
ner el nucleo vacio. Por lo tanto, estos métodos de definicién de lineas difusas pueden
violar la definicién correspondiente de una linea tal como la conocemos. E. Ammar
definié una linea difusa que pasa por dos puntos difusos como un conjunto difuso cuya
funcién de pertenencia es una combinacién convexa de los valores de pertenencia de
esos puntos difusos [Ammar, 1999]. En |Tang et al., 2006] definieron una estructura
compleja de células difusas para modelar lineas difusas, que es un caso particular del
enfoque utilizado en [Ammar, 1999]. Li y Guo modelaron lineas difusas utilizando
una funcién de paso unitario suave y funciones implicitas ([Li and Guo, 2007]). Para
detectar formas en datos ruidosos, [Han et al., 1994| propusieron una transformada
de Hough difusa y mencionaron que una linea recta difusa en R? es un conjunto
difuso normal cuyo nicleo es una linea en el sentido clasico. Rosenfeld defini6 las
propiedades geométricas de un conjunto de lineas y un conjunto difuso de lineas y
senalé que un subconjunto difuso del espacio de Hough es un conjunto difuso de
lineas (|[Rosenfeld, 1995]).
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En [Qiu and Zhang, 2006] extendieron el concepto Buckley-Eslami de la geometria
plana difusa a la geometria espacial difusa. M. Schneider en [Schneider, 2008| des-
cribié algunas ideas fundamentales para las lineas difusas. Ademas de la geome-
tria difusa en el caso euclidiano, Isabelle Bloch present6 algunas ideas sobre el caso
geodésico y el camino mas corto entre dos puntos [Bloch, 2000]. Recientemente, en
[Ghosh et al., 2021] se introducen algunos conceptos basicos de la geometria del es-
pacio difuso en el espacio euclidiano tridimensional.

Este capitulo estd dedicado a las ideas elementales de la geometria difusa estableci-
das y desarrolladas en [Buckley and Eslami, 1997a| y [Buckley and Eslami, 1997b],
ellas son: punto difuso, métrica difusa, segmento y tridngulo difuso. Estos objetos
geométricos difusos son la base conceptual de lo que abordaremos en el Capitulo 3.
Todas las demostraciones de los Teoremas que se enuncian en este capitulo pueden
ser encontradas en [Buckley and Eslami, 1997a| y [Buckley and Eslami, 1997b]. Pa-
ra profundizar o tener otros tratamientos de estos objetos difusos puede consultar
|Ghosh and Chakraborty, 2019].

2.1. Punto difuso

Para comenzar con la geometria difusa, debemos hacerlo con un concepto primitivo
esencial, como lo es el punto.

Definicion 2.1.1 (Punto difuso). Sea (a,b) € R?,y P un subconjunto difuso de R2.
Entonces P es llamado un punto difuso en (a, b) si satisface las siguientes condiciones

1. P es definido por una membership semi continua superiormente.
2. pp(r,y) =14 (v,y) = (a,b); ¥

3. Yo € [0,1], P(a) es un subconjunto compacto y convexo de R2.

Si P es un punto difuso en (a,b), lo denotaremos por P(a, b).

De la definicién anterior, podemos ver que ﬁ(a, b) puede ser considerado como una
superficie en R? (la gréfica de z = 1 B(a,p) (x,y)), como se aprecia en la Figura 2.1.

Ejemplo 2.1.1. Sea 2(3,2; 3,6) un punto difuso cuya funcién de pertenencia define
un cono circular con base {(z,y) € R* : (z — 3,2)> + (y — 3,6)> < 1}. Vea Figura 2.2
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Figura 2.1: Representacién de punto difuso.

Figura 2.2: Grafica del punto difuso con tres puntos de vista.

2.2. Distancia difusa

A continuacion, definiremos el concepto de distancia entre puntos difusos. Esta dis-
tancia, es un nimero difuso como es afirmado en el Teorema 2.2.1. El concepto de
métrica, como es bien sabido, debe satisfacer 3 condiciones: simetria, axioma de coin-
cidencia y la desigualdad triangular (ver mas en [Lima, 2009]). Para lo anterior, se
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establece la nocion de 0 difuso y una relacién de orden (para la desigualdad triangu-
lar).

Sea d la métrica Euclidiana usual entre los puntos u y v en R?. Para establecer la
distancia entre dos puntos difusos, la siguiente definicién es necesaria.

Definicion 2.2.1. Sean P(ay,b1) y P(ag, by) dos puntos difusos. V « € [0, 1], sea

Q) = {d(u,v) cu € Plag,b)(a) A ve ﬁ(ag,bQ)(a)}

Ahora, definiremos el subconjunto difuso D (ﬁ(al, b), P(as, bg)) de R.
Definicion 2.2.2. Sean P(ai,b1) y P(as,by) dos puntos difusos. El subconjunto
difuso de R, D (Is(al, b1), ﬁ(ag, bg)), es definido por

“ﬁ(ﬁ(al,bl),ﬁ(@,bg))(t) =sup{a:teQa)}
Teorema 2.2.1. Sean P(ay,b1) y P(as,bs) dos puntos difusos. Entonces V o € [0, 1],

D (ﬁ<a1,b1),ﬁ(a2,bg>) (@) = Q(a),

y ademas D (ﬁ(al, br), P(as, b2)> es un numero difuso.

De lo anterior, se establece la definicién de distancia entre puntos difusos.
Definicion 2.2.3 (Distancia difusa). Sean P(a1,b1) y P(az,by) dos puntos difusos.
Diremos que la distancia entre P(ay,by) y P(ag, bs) es igual a D (]3(@1, b1), P(as, bg)).

Ejemplo 2.2.1. Consideraremos P;(2,1) y E(IO, 7) dos puntos difusos que definen
un cono de base circular con radio 2 y 4 unidades respectivamente. vea Figura 2.3.
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&1 P5(10,7)

Figura 2.3: Graficas de P1(2,1) y P5(10,7).

Para determinar D(«) observemos la Figura 2.4.

Figura 2.4: La grafica muestra ﬁI(O) y E(O)

El segmento morado en la Figura 2.4 es el segmento entre los puntos (2,1) y (10,7) y
su longitud es 10. Entonces todas las distancias posibles entre P(2,1)(0) y P(10,7)(0)
estan entre 4 y 16, es decir Q(0) = [4,16] = D(Py, P»)(0).
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Como podemos ver, el nimero difuso D (P(al, b1), (az, bg)), depende de ﬁ(al, b1)

y P(ag,bs). Desde aqui, es que D puede ser definido como una métrica, que cumpla
con las 3 condiciones necesarias: simetria, axioma de coincidencia y la desigualdad
triangular. Para ello, es necesario definir Métrica difusa.

De aqui en adelante, para efectos de simplificar la escritura, consideremos solamente
por Pi, P, y P3 puntos difusos.

Definiciéon 2.2.4 (Métrica difusa). Una métrica difusa M es una funcion definida
desde el conjunto de pares de puntos difusos en el conjunto de ntimeros difusos tal
que:

1. M(Py,Py) = M(Ps, P,).

2. M(Py,P,) =0siy solosi P, y P, son puntos difusos en (a,b) y

3. M(E, ]3;) < M(E, ]3;) + M(]AD;, ]3;) para cualquier punto difuso E, ]3;, ]3;

Para completar la definicion debemos definir dos elementos importantes: 0 y <.

Primero: El 0 sera cualquier subconjunto difuso de R que cumpla las siguientes
propiedades:

1. pg(z) =0 para z < 0.
2. pg(x) =1siysolosiz =0y

3. ,ua(ac) es decreciente para 0 < x < d, para algan d > 0, y ,ua(x) =0 parazx > d.

Segundo: Al ser M (P, P;) un ntmero difuso sus a-cuts seran intervalos cerrados.
A continuaciéon definiremos dos ordenes (<) de nameros difusos en términos de sus
a-cuts.

B dos ntmeros difusos que conforman los conjuntos
) = [bi(a),b2()] para todo a € [0,1]. Escribimos
(@) y az(a) < ba(a) para todo « € [0, 1]. Escribimos
() para todo « € [0,1].

Definicién 2.2.5. Sean A |y
A() = [ai(a),a2(@)], y Bla
A < 381y501051a1( ) < b
A <, B siy solo sf ag(a) < by
En la Definicion 2.2.5, la relacién “<,"se refiere a una orden fuerte, y la relaciéon
“<,"denota una orden débil. Esto es debido a las propiedades que satisfacen cada
una de ellas como es mostrado en el Teorema 2.2.2.
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La relacion < en 3.- , de la Definicion 2.2.4, puede ser <; 0 <,,. Si usamos <4(<,)
diremos que M es una métrica difusa fuerte (débil).

Teorema 2.2.2. La relacion <; es de orden parcial (reflexivo, antisimétrico, transi-
tivo) en el conjunto de los nameros difusos. La relacion <,, es reflexiva y transitiva.

Otras relaciones de orden han sido definidas sobre el conjunto de nimeros difusos, ver
por ejemplo [Choobineh and Li, 1993|, [Gonzélez and Manriquez, 2016], [Thorani et al., 2012],
y [Wang et al., 2006].

2.3. Segmento difuso

Un segundo elemento importante en orden a definir tridngulo en esta geometria es
el concepto de segmento. Para definir segmento de linea difusa, denotemos por XY
el segmento de linea definido por los puntos X,Y € R?.

Definiciéon 2.3.1 (Segmento difuso). El segmento de linea difusa EPQ entre dos
puntos difusos Py @ se define por su funcién de pertenencia

uzm(m,y) = sup {a . (z,y) € XY, X € P(a)and Y € @(a)} .

Ejemplo 2.3.1. Consideremos los puntos del Ejemplo 2.2.1. Vea la grafica del seg-
mento difuso definido por los puntos P;(2,1) y P»(10,7) en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Gréfica del segmento difuso L PPy-
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Diferentes métodos para definir lineas o segmentos difusos son propuestos en [Buckley and Eslami, 1997a
y [Buckley and Eslami, 1997b].

2.4. Poligono difuso

Esta Seccion provee la definicion de poligono difuso que es construida a partir de los
elementos definidos previamente.

Consideremos vy, ..., v, n puntos distintos en el plano que definen un poligono de n
lados, ademas sean P; puntos difusos en v; parai=1,...,n.

Definicion 2.4.1 (Poligono difuso). Sean 271, . ,EL segmentos difusos desde E
a P,...,P, a Py, respectivamente. Entonces un poligono de n lados difusos es el
conjunto difuso
n
s U 7
i=1

v estd definido por la funcién mermbership

pp(e,y) = mix {ug(x,y)} :
Definicién 2.4.2. Diremos que un poligono difuso es no-degenerable si JBZ(O) no es
un subconjunto de P;(0), j # ¢, para todo i = 1,...,n. Ademas, el poligono difuso
es fuertemente no-degenerable si P;(0), 1 < i < n, es disjunto dos a dos.

Finalmente, recordamos la definicion establecida en [Cabrera and Vivanco, 2018| de
tridngulo rectdngulo difuso.

Definicién 2.4.3 (Tridngulo rectdngulo difuso). Sean Pi(a,b), Ps(c,d), Ps(e, f) tres
puntos difusos que definen un tridngulo difuso T fuertemente no degenerable. Dire-
mos que 7 es un triangulo rectdngulo difuso en Pg(c d) siy solo si, (a,b), (¢,d) y
(e, f) forman un triangulo rectangulo en (¢, d).

Ejemplo 2.4.1 (Tridngulo). Consideremos los puntos del Ejemplo 2.2.1 y agregamos
el punto difuso ’Pv3(10, 1) definiendo un cono de base circular de radio 1 unidad.
Observe que los puntos (2,1), (10,7) y (10,1) definen un tridngulo recténgulo en
(10,1). Ademas, el triangulo difuso 7 que definen P1(2 1), Pg(lO Ny P3(10 1) es
fuertemente no degenerable. En conclusion T es un tridngulo rectdngulo difuso en
P3(10,1). La Figura 2.6 muestra la grafica de 7.
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o

Figura 2.6: Grafica del tridangulo rectangulo difuso T.



Capitulo

El Teorema de Pitagoras difuso

Uno de los teoremas méas recordados en educacion media y/o bésica de nuestro pais
es el Teorema de Pitdgoras, ya que lo vemos varios anos consecutivos durante nuestro
proceso académico. Si le preguntamos a cualquier estudiante el nombre de un ma-
temético famoso, la mayorfa de las veces optaran por Pitagoras. Por la importancia
que este teorema adquiere podemos decir que es un simbolo de la matemética.

El Teorema de Pitagoras tiene ese nombre porque su demostracion es esfuerzo de
la escuela pitagorica. Anteriormente, en Mesopotamia y el antiguo Egipto se cono-
cian ternas de valores que se correspondian con los lados de un tridngulo rectan-
gulo, y se utilizaban para resolver problemas referentes a los citados triangulos, tal
como se indica en algunas tablillas y papiros. Sin embargo, no ha perdurado nin-
gin documento que exponga tedricamente su relacion. La pirdmide de Kefrén, fue
la primera gran pirdmide que se construyé basindose en el llamado tridngulo sa-
grado egipcio, de medidas 3-4-5. Las novedades més importantes que registran los
textos babilénicos se refieren a la solucién algebraica de ecuaciones lineales y cua-
dréticas y el conocimiento del llamado Teorema de Pitagoras (para més detalles vea
[Stewart and Fernandez, 2013]).

Un enunciado simple del teorema es el siguiente:

Teorema de Pitagoras: Si un tridngulo rectdingulo tiene catetos de longitudes a y
b, v la medida de la hipotenusa es ¢ entonces:

& =a® 417
Diferentes demostraciones del resultado pueden ser encontradas en una cantidad no
despreciable de textos. Vea por ejemplo [Euclides, 1956], [Eves, 1969], [Martinez, 2000],
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[Moise and Downs, 1970].

Son muchas las aplicaciones de este teorema en la vida diaria, pero a veces no nos
damos cuenta, por ejemplo, cuando queremos saber la longitud de la sombra de un
arbol, teniendo la altura del arbol y la medida desde la punta del arbol al final de la
sombra, estos dos datos nos permiten utilizar el Teorema de Pitagoras encontrando
la medida de la sombra. El ejemplo anterior estaba basado en la naturaleza, pero
no tan solo se emplea en esta sino que también se puede aplicar diferentes oficios
o empleos, como la arquitectura, la construccién, la geologia y la navegacién, entre
otros.

Por otro lado, el teorema de Pitagoras ha sido extendido de diferentes maneras y en
diferentes geometrias. De manera muy sencilla, la ley de los cosenos es una de ellas.
Podemos encontrar también una generalizacién del teorema en conjuntos medibles de
Lebesgue ([Conant and Beyer, 1974]), en espacios unitarios (|[Conant and Beyer, 1974]|),
espacios de Banach ([Alber, 1998]), en dimensién n ([Cook, 2013]). Ademas existe
una version del teorema en la geometria hiperboélica (|Ungar, 1999]) y recientemente,
podemos encontrar una version para la geometria Riemanniana en [Amari, 2009).
En [Kadison, 2002a] y |[Kadison, 2002b| se estudia el teorema dividido en el caso de
dimensionalidad discreta y el caso de dimensionalidad continua. En este contexto, se
demuestra una version totalmente no conmutativa del teorema.

Lo anterior da cuenta que este resultado matemaético ha atraido y tiene atraida la
atencion de muchos investigadores que intentan generalizar o extender las ideas a dife-
rentes geometrias o espacios. En el marco que esta tesis se desarrolla, esto es la geome-
tria difusa, las investigadoras Cabrera & Vivanco basadas en los trabajos de Buckley
y Eslami (|[Buckley and Eslami, 1997a, Buckley and Eslami, 1997b]), desarrollan una
generalizacion del teorema de Pitagoras considerando puntos difusos donde cada uno
de ellos define un cono de base circular de radio > 0 [Cabrera and Vivanco, 2018]|.
El resultado establece, bajo ciertas condiciones, una relacién de subconjunto entre
los nimeros difusos asociados con el tridngulo rectangulo difuso, muy similar al cla-
sico enunciado del Teorema de Pitdgoras en la geometria euclidiana. En detalles, el
enunciado del teorema es como sigue:

Teorema (Primera version del Teorema de Pitagoras difuso, [Cabrera and Vivanco, 2018])
Sean Pl, Pg, Y P3 puntos difusos que definen un tridngulo rectdngulo difuso en Pg,

y cada P; es un cono de base circular r > 0.
Si A= D[Py, P5), B= D[P,, Ps] y C = D[Py, Ps), entonces:

C? C A? 4+ B2,

La demostracién del teorema pasa por determinar explicitamente D (ﬁl, PJ) (o) para

i # jeij=1,2,3 de la misma forma que mostramos en el Ejemplo 2.2.1 de la
Seccion 2.2, Capitulo 2.
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En este Capitulo establecemos una version del teorema de Pitdgoras mds general
que la entregada en [Cabrera and Vivanco, 2018|. Esta condicion de generalidad co-
rresponde a considerar puntos difusos que definan conos no congruentes (es decir,
con radios basales diferentes). Para alcanzar este objetivo es necesario caracterizar
completamente el conjunto D(«). Esto altimo lo hacemos de manera general consi-
derando dos puntos difusos que no necesariamente definen conos (ver Seccion 3.1).
Este es un resultado importante que emerge de esta investigacién. Finalmente, en
la Seccién 3.2 establecemos nuestra propuesta del teorema de Pitagoras difuso y su

demostracion.

~

3.1. Conjunto D(«)

En esta Seccién tratamos la distancia difusa D entre dos puntos difusos. En detalle,
caracterizamos el conjunto a-cut de D. Para esto tiltimo fijaremos algunas notaciones.
Ademais, dado que para todo a € [0,1] a-cut de un punto difuso es un subconjunto
compacto y convexo de R? (Definiciéon 2.1.1) recordaremos algunos elementos sobre
conjuntos convexos.

Consideremos R? dotado de la distancia euclidiana clasica, denotada por dist(-, ).
La distancia, denotada por d, entre un punto y y X C R? se define como d(y, X) =
inf,eca dist (y,a). Ademés, la distancia entre dos conjuntos X y Y, denotado por
dist(X,Y"), es definida por dist(X,Y) = inf {dist(a,b) :a € X and b € Y'}. La si-
guiente Proposicion puede ser encontrada en [Gardner, 1995] y/o [Schneider, 2014].

Proposicién 3.1.1. Sea X un subconjunto cerrado, no vacio y convexo de R2.

1. Para cada y € R? existe un punto tnico € X que minimiza la distancia a v,
es decir dist(y, z) = d (y, X).

2. Siy € R?\ X, entonces v € 0X.

Notese que de la Proposicion anterior, dist(X,Y') = inf {dist(a,b) : a € 0X y b € 9Y }.

Para lo siguiente vea Figura 3.1. Sean Py y P, dos puntos difusos en A y B res-
pectivamente tal que E(O) y ]3;(0) son disjuntos. Sea a = dist(A, B). Denotamos
por z4(a) y zB(a) los puntos pertenecientes a ﬁ(a) y ﬁ;(a) respectivamente tal
que dist (zq(a)?, 28 (@) = dist (H(a), E(a)), y por FA(a) y FB(a) los puntos de

interseccion entre el segmento de linea AB y la frontera de P () y P, () respecti-
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vamente, es decir

dPi () NAB = {F(a)}
dPy() NAB = {FB(a)}.

Finalmente, establecemos

Figura 3.1: a-cuts de los puntos difusos P y P, y los respectivos elementos definidos.

Ya que z(a) y £B() son los puntos que definen la distancia entre E(a) y ﬁ;(a)
entonces dist (24 (), 2 (@) < @. Por lo tanto, podemos identificar dos puntos,
denotados por p2 y pZ entre FA(a) y FP(a) sobre AB, tal que dist (pf,pf) =
dist (z2(cr), 28 () (ver Figura 3.2). Sean h = dist (p2, F2 () y hE = dist (pZ, FP
Entonces, tenemos que

En consecuencia

dist (25 (), 28 (@) = a — (r (@) + rf(a)) — (hG +KE). (3.1)
Por otro lado, denotemos por m’(a) y mPZ(a) los puntos que definen la distan-

cia maxima entre Pj(a) y Pa(a). Ya que dist (mf(a),mf

(a)) > a entonces pode-
mos identificar dos puntos, denotados por q(‘;‘ y qf entre m

A(a) y mP(a) tal que

().
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Figura 3.2: Proyeccion de z,(a)? v 28 (a) sobre AB.
dist (¢, ¢P) = a. Sean HZ = dist (mi (), ¢)) y HE = dist (mZ(a),qP). (Ver
Figura 3.3). Entonces
dist (mf(a),maB(a)) —a+ H*+ HB (3.2)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1) y (3.2), obtenemos

D(a) = [a - (rf(a) +rf(a)) - (hf + haB) ,a+ Hf —I-Hf] . (3.3)

B

Figura 3.3: Proyeccion de A y B en el segmento definido por m#(a) y m2Z(a).

Observacion 2. Dado que la relacién métrica que abordamos en esta tesis es el
teorema de Pitagoras, necesitamos al menos 3 puntos difusos que den lugar a tres
distancias difusas.

De la descripcién anterior queda claro que pueden ocurrir muchos casos diferentes y
complicados, por lo que es necesario limitarnos a estudiar solo un caso. Observe que
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si pf = Ff(a), pf = Ff(a), rjf = rf, Hf = raA y H&A = Hf entonces

D(a) =la—2r,a+ 2r],

conr = 1 = rB. Este es exactamente el caso tratado en [Cabrera and Vivanco, 2018]

en que los puntos difusos defienen conos de base circular de radio r > 0.

En esta tesis y en la seccién siguiente asumiremos las siguientes condiciones para
cualquier par de puntos difusos en A y B:

En resumen, consideramos puntos difusos que definan conos de base circular no
necesariamente congruentes.

3.2. Una versién del teorema de Pitagoras en la geome-
tria difusa

En esta Seccion establecemos una version del teorema de Pitagoras en la geome-
tria difusa considerando las condiciones de la seccién anterior, esto es, consideramos
puntos difusos que definan conos de base circular no necesariamente congruentes. A
diferencia del caso de radios congruentes, cuando consideramos diferentes radios es
posible que la relacion de subconjunto que relaciona las medidas difusas del tridngulo
rectagulo difuso varfe.

Sean 151(1) ) E(vg), y ?3(2}3) tres puntos difusos que definen un tridngulo rectangulo
difuso en lAD; tal que cada 151 define un cono de base circular de radio rq, ro, 73 respec-
tivamente y d(vi,vs) = a, d(ve,v3) = by d(vy,v3) = c. Sin pérdida de generalidad,
consideremosa§b<c.~ . o

Ademés, consideremos A = D[Py, P»|, B = D[Ps, Ps] y C = D[P, P5] las distancias
difusas asociadas a cada par de puntos difuso.

Observacion 3. Algunos comentarios acerca de lo establecido en el parrafo anterior:

1. Como tenemos un tridngulo rectangulo difuso, los puntos ]5Z son disjuntos dos
a dos, esto implica que r1 +re < a,ro+ry3 <byri+r3<c
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2. Desde la Seccion 3.1 y asumiendo que cada E y .ﬁ; define un cono de base
circular de radio r; y r2 respectivamente, podemos establecer que

D(a) = [a = (ri(a) + r2(a),a+ (ri(a) + r2(a))]. (3.4)

De igual forma para las otras distancias difusas.

Las siguiente proposicion provee una condicién necesaria para la relacién métrica que
estudiamos en esta tesis.

Proposicion 3.2.1 (Condicién necesaria). Con la notacién previa.

1. Si C? C A2 + B2 entonces a(ry +ro) + b(re +r3) — c(r1 +13) > 0.

2. Si A2 4+ B2 C (2 entonces a(ri +1r2) +b(ra +1r3) —c(r1 +r3) <0.

Demostracion. Del teorema de Tales, para cada r;, con ¢ = 1,2,3, tenemos que
ri(a) = r;—ar; con a € [0,1]. Ademas, considerando ecuacion (3.4) podemos escribir
lo siguiente:

A(a) = D[Py, B(@) = [a — (r1 +72)(1 — a),a + (r1 +72)(1 — )],
B(a) = D[Py, PsJ(a) = [b— (r2 + r3)(1 — a), b+ (r2 + 73) (1 — @)},

C(a) = D[Py, P3)(a) = [c — (r1 +r3)(1 — a), ¢+ (r1 +73)(1 — a)].

A partir de calculos sencillos obtenemos

A2(a) =[(a— (1 +72)(1— ), (a+ (r1 +72)(1 — )],
B2(a) = [(b— (rs+13)(1 — @), (b+ (ra + 13)(1 — ))’],
c?

[(c— (ri+73)(1—@)?, (c+ (r1 +712)(1 — ).

2
Il

Sumando Zé(a) y 52(04) obtenemos
[(@ = (ri +r2)(1 = @)’ +(b— (ra +73)(1 = @), (a+ (r1 +r2)(1 — @)*+(b+ (ra +73)(1 — @))?].
Por Teorema 1.2.1, C? - A2 + B2 si y solo si

(a+(r1+m)1—a))2+ 0+ (ro+7r3)(1—a)? > (c+ (r+r3)(1—a))* (3.5)

(a—(ri+r2)(1 =)’ + (b~ (r2+7r3)(1 - )® < (e = (rn +73)(1 - ) (3.6)
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De las desigualdades (3.5) y (3.6) obtenemos

a(ry +r2) +b(ra+713) —c(ri +73) + (1 — ) (ra(r1 +r2 +13) —rir3) >0 (3.7)

—a(r1+r2) —b(ro+r3)+ce(ri+r3)+ (1 —a)(re(r1 +r2+r3) —rirs) <0 (3.8)

respectivamente. Multiplicando (3.8) por —1 y sumando (3.7) obtenemos que a(r; +
r2) + b(rz +r3) — c(r1 +r3) > 0. Esto prueba el item 1. Para el probar el item dos

se procede de manera analoga, considerando A2 + B2 C cz, O

Observacion 4. En el caso que ry = ro = r3 = r entonces solo se puede afirmar
que C2 C A2 + B2 yaque 1y = ro = r3 = r implica a + b — ¢ > 0 y esto siempre es
cierto en un triangulo.

Desde la Proposicion 3.2.1 tenemos dos condiciones necesarias para dos posibles
contenciones. En lo que sigue, asumiremos que a(ry+1r2)+b(ro+1r3) —c(ri+rs) > 0.
El siguiente teorema es el resultado principal de esta tesis.

Teorema 3.2.2 (Pitagoras difuso casi general). Con la notacion previa.
C2C A2+ B2 s y solo si

(1 —a)lra(r1 + 19 +13) —rirs| < a(ry +r2) + b(ra +13) — c(ry +73).
Demostracion. Al igual que en la demostracion de la Proposicion 3.2.1, c? C ;154-52
si y solo si

a(ry +r2) +b(ra +13) —c(ri +73) + (1 — ) (r2 (r1 +ra+13) —r1r3) 20 (3.9)

—a(ry+re) —blra+r3)+c(ri+rs3)+ (1 —a) (ra(ri +r2+173) —rirg) < 0. (3.10)

Como a(ry + r2) + b(re +73) — ¢(r1 +r3) > 0, las desigualdades (3.9) y (3.10) son
equivalentes a (1 — «) |rg (r1 + 19 +13) — rirs| < a(ry +r2) + b(ra +r3) — c(r1 +r3).

O]



Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue establecer una versién del teorema de Pitagoras en la
geometria difusa considerando puntos difusos que definen conos de base circular con
radios diferentes.

La primera tarea consisitié en determinar explicitamente el conjunto a-cut de la
distancia difusa definida entre dos puntos difusos, utilizando nociones bésicas de
conjuntos convexos. Es claro que la naturaleza de los puntos difusos es responsable
de la complejidad de extener de manera més general un enunciado del teorema de
Pitdgoras de manera difusa. Esto se sostiene en la cantidad de variables a considerar
en la ecuacion (3.3) que caracteriza a D(«).

Considerando las condiciones impuestas sobre los puntos difusos, es decir, asumiendo
que son puntos difusos que definen conos de base circular con radios diferentes,
obtuvimos que

D(a) = la = (r1(e) + ra(@)), a + (ri(a) + ra2(@))];

(Ecuacion (3.4), Seccion 3.2, Capitulo 3). El interés por conocer explicitamente este
conjunto se debe a la estrategia adoptada para probar el resultado principal, la cual
consistid en utilizar el resultado que establece la relacién de subconjunto difuso en
funcion de los conjuntos a-cuts (Teorema 1.2.1).

Una observacién importante previa al resultado principal, sefiala que la relacién de
subconjunto entre las distancias difusas involucradas podia cambiar de sentido. Esto
es una diferencia respecto al caso estudiado en |[Cabrera and Vivanco, 2018| donde
los radios son todos congruentes. De lo anterior emerge una condicién necesaria para
cada relacion de contencion (ver Proposicion 3.2.1).

La segunda tarea consistié en obtener una version del teorema de Pitdgoras con
las condiciones impuestas a los puntos que definen el triangulo rectagulo difuso. La
no congruencia de los radios que definen a cada punto difuso tiene incidencia en el
resultado principal que hemos establecido (ver Teorema 3.2.2). La dependencia de
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los radios se expresa en sostener la relacién
(1 —a)lra(r1 + 1o+ 1r3) —rirs| < a(ry +r2) + b(re +13) — c(r1 +13),

para todo a € [0, 1] siempre que a(ry + r2) + b(ra + r3) — ¢(r1 + r3) > 0. Lo anterior
evidencia la complejidad de extender de una manera general un enunciado equivalente
al teorema de Pitagoras en esta geometria, incluso restringiendo los puntos difusos
que definen al tridngulo.

Otros dos aportes, tal vez implicitos de esta tesis, se encuentren en el Capitulo 2. Es-
tos corresponden a las graficas de cada elemento geométrico difuso (punto, segmento
y triangulo) entregadas en cada ejemplo del capitulo. Pocas graficas de estos elemen-
tos pueden ser encontrados en la literatura, sin embargo destacamos los ejemplos
encontrados en [Ghosh and Chakraborty, 2019]. El segundo aporte, corresponde a la
revisién bibliografica con la que inicia el Capitulo 2. Un panorama completo de los
elementos geométricos difusos que se tratan en esta tesis es expuesto para justificar
la importancia del objeto de estudio y exponer el estado del arte.

Bajo las mismas condiciones que acotan esta tesis quedan muchos desafios por tratar.
Por ejemplo, extender otros clasico teoremas de la geometria ecucidiana, por nom-
brar solo algunos: el teorema de la altura (o de Euclides como también se le conoce),
el teorema de Thales o los teoremas fundamentales de la circunferencia. De las posi-
bles extensiones que nombramos, se puede desprender algun criterio de semejanza o
congruencia de tridngulo difuso tal como emanan desde el teorema de Thales en la
geometria euclidiana plana. Respecto del teorema de Euclides, es necesaria la nocién
de altura difusa. Aqui hay un problema a resolver. Como los triangulos son fuerte-
mente no degenerados (Definicion 2.4.2) los vértices que definan la altura también
deben considerar esta restriccién. Entonces como escoger o definir esos elementos no
es claro para nosotros. Y de igual forma para los otros elementos secundarios del
tridngulo ampliamente estudiados en la clésica geometria plana euclidiana.

Pero no solo estas extensiones de teoremas son posibles de investigar. Una interro-
gante que nos surge es acerca de un elemento que resulté tener un papel importante
a lo largo de toda la investigacion, nos referimos a la distancia (difusa) entre dos
puntos difusos. Particularmente, nos preguntamos si la distancia difusa hereda al-
guna condicion, propiedad, o caracteristica (recordemos que es un nimero difuso),
si los puntos que la definen tienen alguna propiedad geométrica. Al parecer, cuando
los puntos difusos definen conos no congruentes la distancia difusa es un nimero
difuso triangular (ver [Zimmermann, 2001]). Si lo anterior es cierto, se abre un aba-
nico importante de investigacién, considerando las diferentes caracteristicas con las
que podemos dotar a los puntos difusos, ya que al ser vistos como superficies de R3
podrian ser definidos por simetrias en los ejes, podrian definir superficies: convexas,
no convexas, con curvatura positiva, negativa, con igual o diferentes volumenes, etc.
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