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Resumen

Esta tesis se enmarca en la teoría de conjuntos difusos, particularmente en la geome-
tría difusa. El propósito de esta investigación es establecer una extensión del teorema
de Pitágoras en esta nueva geometría.

Tres capítulos componen este trabajo. El primero está dedicado a entregar las no-
ciones de conjunto y número difuso, elementos que han sido estudiados en una gran
cantidad de artículos cientí�cos debido a las diferentes aplicaciones que tiene esta ra-
ma de la matemática. El segundo capítulo provee una revisión de papers que abordan
los elementos geométricos difusos que son utlizados en esta tesis y �ja los conceptos
claves para lograr el objetivo que hemos propuesto. Ejemplos y grá�cas acampañan
las de�niciones lo que es un aporte a la comprensión de las mismas. Finalmente, el
tercer capítulo establece el resultado principal de esta propuesta, esta es una versión
del teorema de Pitágoras en la geometría difusa. Para la demostración del teorema
los números difusos y su conjunto α-cut juegan un rol principal.

Palabras claves: Geometría difusa; Conjuntos difusos; Números difusos; Teorema
de Pitágoras.
Clasi�cación AMS: 03E72; 94D05.
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Abstract

This thesis is framed in fuzzy set theory, particularly in fuzzy geometry. The purpose
of this research is to establish an extension of the Pythagorean theorem in this new
geometry.

Three chapters compose this work. The �rst one is dedicated to provide the notions
of fuzzy set and fuzzy number that have been studied in a large number of scienti�c
articles due to the di�erent applications that this branch of mathematics has. The
second chapter provides a review of papers that address the fuzzy geometric elements
that are used in this thesis and sets the key concepts to achieve the objective we have
proposed. Examples and graphs accompany the de�nitions which is a contribution
to the understanding of them. Finally, the third chapter establishes the main result
of this proposal, which is a version of the Pythagorean theorem in fuzzy geometry.
For the proof of the theorem, the fuzzy numbers and their set alpha-cut play a main
role.

Keywords: Geometry; Fuzzy set; Fuzzy Geometry; Fuzzy Numbers; Pythagorean
Theorem.
AMS subjet classi�cations: 03E72; 94D05.
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Introducción

La teoría de conjuntos tiene su nacimiento con el trabajo desarrollado por Georg
Cantor en 1874 ([Cantor, 1874]). La elegancia de esta teoría llevó a que la matemática
actual la sitúe como un pilar esencial en las fundaciones de esta ciencia. La idea de
usar conjuntos para formalizar la matemática es de�nir todos los objetos matemáticos
como conjuntos: números, funciones, álgebras, �guras geométricas, etc. Sin embargo,
la dicotomía estricta de pertenecer o no a un conjunto hace complicada ciertas tareas
o decisiones. Por ejemplo, ¾cómo determinar quién pertenece o no a un conjunto que
usa términos no claros, difusos o vagos?, en particular ¾cómo determinar los objetos
del conjunto de colores hermosos? En ciertas ocasiones, se toman decisiones drásticas
en función de estas clasi�caciones que no son del todo sencillas de hacer.

A mediados de la década de los sesenta, Lofti A. Zadeh introduce en su célebre
trabajo, titulado Fuzzy sets, las nociones de conjuntos difusos ([Zadeh, 1965]). Su
objetivo fue representar de una manera matemática esa incertidumbre que genera
la de�nición vaga de algún conjunto, utilizando valores entre 0 y 1 para representar
cuanto el objeto pertenece al conjunto (1 signi�ca que ciertamente pertenece y 0 que
ciertamente no está en el conjunto y valores intermediarios signi�ca que pertenece
parcialmente al conjunto). Formalmente, un conjunto difuso Ã está conformado por
pares ordenados de tal manera que:

Ã = {(x, µ
Ã
(x)) : x ∈ X, µ

Ã
(x) ∈ [0, 1]},

donde µ
Ã
es la función de pertenencia o Membership del conjunto y X ⊆ Rn (ver

[Lee, 2005], [Zadeh, 1965]).

La teoría de los conjuntos difusos ha avanzado de diversas maneras y en muchas dis-
ciplinas. Las aplicaciones de esta teoría se encuentran, por ejemplo, en la inteligencia
arti�cial, la informática, la teoría de la decisión, teoría de control, la lógica, la ciencia
de la gestión y la robótica, ver por ejemplo [Ahuja et al., 1978], [Egusa et al., 1995],
[Clark et al., 2008], [Rosenfeld, 1984b], [Castillo et al., 2016], [Yoshimura et al., 1995],
[Lingala et al., 2014] y [Zimmermann, 2001]).
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Introducción 8

Un conjunto difuso ampliamente estudiado es el famoso número difuso. Estos con-
juntos son en una cierta manera una extensión de los numéros reales. En efecto, un
número triangular difuso Ã es representado por el trío (al, a, ar), donde al, a, ar ∈ R.
Si al = a = ar entonces Ã = (a, a, a). Esto último, corresponde a la representación
difusa de un número real (más detalles de números triangular difuso ver [Lee, 2005]
y para la representación difusa ver [González and Manríquez, 2016]).

Las ideas sobre las nociones geométricas difusas han sido propuestas por muchos
investigadores, entregando nociones de punto, línea, ángulos, planos, áreas, períme-
tros y formas. Vea por ejemplo las referencias [Rosenfeld, 1998], [Rosenfeld, 1984a],
[Rosenfeld, 1994], [Bogomolny, 1987], [Guha and Chakraborty, 2010], [Li and Guo, 2007],
[Gupta and Ray, 1993] y [Lö�er and Kreveld, 2008]; sin embargo, sólo Buckley y Es-
lami en los trabajos [Buckley and Eslami, 1997a] y [Buckley and Eslami, 1997b] die-
ron algunas ideas sobre la construcción y representación de las entidades geométricas
difusas básicas en un marco matemático.

Por otro lado, el famoso teorema de Pitágoras que es recordado por una mayoría de
estudiantes, incluso sin comprender su real importancia, ha sido extendido de dife-
rentes maneras y en diferentes geometrías. De manera muy sencilla, la ley de los cose-
nos es una de ellas. Otras versiones sobre diferentes espacios y geometrías pueden ser
encontradas por ejemplo en [Conant and Beyer, 1974], [Alber, 1998], [Cook, 2013],
[Ungar, 1999] y [Amari, 2009].

Lo anterior da cuenta que este resultado matemático ha atraído y tiene atraída la
atención de muchos investigadores que intentan generalizar o extender las ideas a di-
ferentes geometrías o espacios. En [Cabrera and Vivanco, 2018], basados en los traba-
jos de Buckley y Eslami ([Buckley and Eslami, 1997a, Buckley and Eslami, 1997b]),
se establece una generalización, no del todo completa, del teorema de Pitágoras en
la geometría difusa, considerando puntos difusos que de�nen conos de base circular
de radio r > 0.

Esta tesis tiene como objetivo entregar una versión más general del Teorema de
Pitágoras en la geometría difusa, siguiendo las ideas de ([Buckley and Eslami, 1997a,
Buckley and Eslami, 1997b]) y considerando puntos difusos que de�nan conos con
base circular con radios diferentes.

Para alcanzar el objetivo, caracterizamos de manera general el conjunto α-cut de la
distancia difusa, denotada por D̃, entre dos puntos difusos. Algunas de�niciones y
resultados de conjuntos convexos son utilizados debido a que el conjunto α-cut de
un punto difuso es un subconjunto compacto y convexo de R2 (De�nición 2.1.1).
Particularmente, si dos puntos difusos de�nen un cono de base circular de radio r1
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y r2 respectivamente, establecemos que

D̃(α) = [a− (r1(α) + r2(α)), a+ (r1(α) + r2(α))],

donde a es la distancia euclidiana entre los puntos de R2 que tienen función de
pertenencia igual a 1.

Nuestro resultado principal establece, bajo ciertas condiciones, una relación de sub-
conjunto difuso entre las medidas difusas que de�nen los lados del triángulo rectán-
gulo difuso (Teorema 3.2.2). Esta condición depende de los radios de cada punto
difuso. Además, la propuesta en [Cabrera and Vivanco, 2018] queda como un caso
particular si los radios son congruentes.

Lo que sigue está estructurado de la siguiente forma: en el Capítulo 1 son dadas
las de�niciones básicas para conjuntos difusos y números difusos. En el Capítulo 2,
tratamos las de�niciones de la geometría difusa fundamentales para la comprensión
de esta tesis. Además, entregamos una breve revisión de trabajos (seguida desde
[Ghosh and Chakraborty, 2019]) que abordan los elementos geométricos difusos que
tratamos en esta tesis. Cada de�nición va acompañada de un ejemplo que la ilustra
de buena manera. El Capítulo 3 está dividio en dos secciones. En primer lugar ca-
racterizamos de manera general el conjunto D̃. Finalmente, en la segunda sección es
entregado el resultado principal de nuestra investigación.



Capı́tulo 1
Preliminares: Teoría de Conjuntos
Difusos

El objetivo de este primer Capítulo es entregar las de�niciones y resultados más
importantes de la teoría de conjuntos difusa que son fundamentales para el desarro-
llo y comprensión de esta tesis. Entre estos elementos destacamos: conjunto difuso,
subconjunto de un conjunto difuso, de�nición de conjunto α-cut, número difuso y
operaciones con números difusos. Lo anterior es seguido de las referencias [Lee, 2005],
[Zadeh, 1965] y [Zimmermann, 2001].

Para comenzar, nos referiremos a la función membership (también llamada función
característica, función de pertenencia o función de discriminación) que permite re-
presentar si un elemento x pertenece o no a un conjunto A.

De�nición 1.0.1 (Función Membership). Para un conjunto A, de�nimos una fun-
ción llamada membership, denotada por µA, como:

µA(x) =

{
1, si y solo si x ∈ A,

0, si y solo si x ̸∈ A.

Es decir, la función µA asigna los elementos en el conjunto universal X al conjunto
{0,1}.

µA(x) : X → {0,1}.

De�nición 1.0.2. Un conjunto A ⊆ Rn es convexo si para todo s, r ∈ A y para
todo λ ∈ [0, 1]

λr + (1− λ)s ∈ A

10



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES: TEORÍA DE CONJUNTOS DIFUSOS 11

1.1. Conjunto difuso

La lógica del conjunto difuso hace referencia a la incertidumbre que genera la impre-
cisión, la vaguedad o ambigüedad sobre un concepto, o caraterística exacta, ya sea
preferencia, color, calidad, etc., de una cosa.
Para diferenciar los conjuntos difusos de los conjuntos de�nidos (es decir los conjun-
tos clásicos), los denotaremos como Ã y se leerá como conjunto difuso A.

De�nición 1.1.1 (Conjunto difuso). Sea X ⊆ Rn un subconjunto no vacío del
espacio euclidiano n-dimensional. Un conjunto difuso Ã está conformado por pares
ordenados de tal manera que:

Ã = {(x, µ
Ã
(x)) : x ∈ X, µ

Ã
(x) ∈ [0, 1]}.

Observe que para los conjuntos difuso, la función Membership queda de�nida de la
siguiente manera:

µ
Ã
: X → [0, 1].

Observación 1. El conjunto difuso vacío ∅̃ es caracterizado por µ∅̃(x) = 0.

Ejemplo 1.1.1. Considere el siguiente conjunto difuso

Ã = {(1,80; 1), (1,50; 0), (1,70; 0,8), (1,60; 0,5), (1,55; 0), (1,75; 0,9)(1,67; 0,8); 0,9)}.

De�nición 1.1.2 (Soporte). Considere el conjunto universal X y sea Ã un conjunto
difuso tal que Ã ⊆ X, entonces se de�ne el soporte de Ã como:

Soporte(Ã) = {x ∈ X : µ
Ã
(x) > 0}.

Esta de�nición ayuda a representar el conjunto de todos los puntos con pertenencia
positiva en el conjunto difuso.

Ejemplo 1.1.2. Considerando el conjunto visto en el ejemplo (1.1.1), tenemos que
el soporte de Ã estará dado de la siguiente forma:

Soporte(Ã) = {1,60; 1, 70; 1,75; 1, 80}.

De�nición 1.1.3 (Núcleo). El núcleo de un conjunto difuso Ã se de�ne como:

Nucleo(Ã) = {x ∈ X : µ
Ã
(x) = 1}.

De�nición 1.1.4 (Conjunto difuso normalizado). Diremos que un conjunto difuso
Ã es normalizado cuando su núcleo es no vacío, es decir cuando existe al menos un
elemento x ∈ Rn tal que µ

Ã
(x) = 1.
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1.1.1. Subconjunto de un conjunto difuso

Sean Ã y B̃ dos conjuntos difusos con µ
Ã
(x) la función membership para Ã y µ

B̃
(x)

la función membership para B̃.

De�nición 1.1.5 (Equivalencia de conjunto difuso). Dos conjuntos difusos son equi-
valentes si y solo si las imagenes de sus funciones memberships son iguales, es decir:

Ã = B̃, ssi µ
Ã
(x) = µ

B̃
(x), ∀x ∈ X.

De�nición 1.1.6 (Subconjunto de conjunto difuso). Un conjunto difuso será sub-
conjunto de otro conjunto difuso cuando se cumpla la siguiente relación:

Ã ⊆ B̃, si µ
Ã
(x) ≤ µ

B̃
(x), ∀x ∈ X.

Además, podemos de�nir un subconjunto propio de un conjunto difuso como:

Ã ⊂ B̃ ssi Ã ⊆ B̃ y Ã ̸= B̃.

1.1.2. Operación estándar del conjunto difuso

1. Complemento
Podemos encontrar el conjunto de complementos de un conjunto difuso Ã de
igual forma que en un conjunto bien de�nido. Vamos a denotar el conjunto
complemento de Ã como A′. El grado de la membership puede ser calculado
de la siguiente forma:

µA′(x) = 1− µ
Ã
(x), ∀x ∈ X.

2. Unión
El valor de la membership de un elemento x en la unión toma el mayor valor
de la membership entre Ã y B̃.

µ
Ã∪B̃(x) = máx[µ

Ã
(x), µ

B̃
(x)], ∀x ∈ X.

Es un hecho que Ã y B̃ son subconjuntos de Ã ∪ B̃

3. Intersección
La intersección entre los conjuntos difusos Ã y B̃ toma el menor valor de la
función membership entre Ã y B̃.

µ
Ã∩B̃(x) = mı́n[µ

Ã
(x), µ

B̃
(x)], ∀x ∈ X.

La intersección Ã ∩ B̃ es un subconjunto de Ã o B̃.

Podemos ver que el conjunto complemento, el conjunto unión e intersección
es aplicable incluso si la función membership es restringida a 0 o 1 (es decir,
conjunto bien de�nido).
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1.1.3. Conjunto α-cut

De�nición 1.1.7 (Conjunto α-cut)). Sea α ∈ [0, 1]. El conjunto α-cut de Ã, deno-
tado por Ã(α), es de�nido por

Ã(α) =

{
{x ∈ X : µ

Ã
≥ α}, si 0 < α ≤ 1

cl
{
x ∈ X : µ

Ã
> 0

}
, si α = 0.

,

donde cl{·} denota la clausura topológica.

Note que α es arbitrario. Además es importante observar que los conjuntos α-cut no
son conjuntos difusos.

Ejemplo 1.1.3. Consideremos el conjunto difuso Ã del Ejemplo (1.1.1). Entonces
Ã(0,8) = {1,67; 1,70}.

De�nición 1.1.8 (Conjunto difuso convexo). Un conjunto difuso Ã es convexo,
si todos los conjuntos α-cut de Ã son convexos, es decir, si se cumple la siguiente
relación:

µ
Ã
(t) ≥ mı́n[µ

Ã
(r), µ

Ã
(s)],

donde
t = λr + (1− λ)s; r, s ∈ Rn, λ ∈ [0, 1];

Las Figuras (1.1) y (1.2) muestran conjuntos difusos convexo.

Figura 1.1: Conjunto difuso convexo.
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Figura 1.2: Conjunto difuso convexo con µ
Ã
(t) ≥ µ

Ã
(r).
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1.2. Número difuso

La siguiente de�nición es fundamental para la comprensión de esta tesis.

De�nición 1.2.1 (Número difuso). Un Conjunto difuso Ã es un número difuso si y
solo si Ã es convexo, normalizado, tiene soporte acotado y sus α-cut son intervalos
cerrados para α > 0.

1.2.1. Operaciones con números difusos

La aritmética de los números difusos puede ser generalizada desde la aritmética de
intervalos desarrollada en [Hanson, 1968].

Aritmética de intervalos

Considere los intervalos A = [a1, a3] y B = [b1, b3] subconjuntos de R. Entonces las
operaciones de�nidas para A y B son:

1. Adición
[a1, a3](+)[b1, b3] = [a1 + b1, a3 + b3].

2. Sustracción
[a1, a3](−)[b1, b3] = [a1 − b1, a3 − b3].

3. Multiplicación

[a1, a3] · [b1, b3] = [a1 · b1∧a1 · b3∧a3 · b1∧a3 · b3, a1 · b1∨a1 · b3∨a3 · b1∨a3 · b3].

4. División

[a1, a3]

[b1, b3]
=

[
a1
b1

∧ a1
b3

∧ a3
b1

∧ a3
b3

,
a1
b1

∨ a1
b3

∨ a3
b1

∨ a3
b3

]
.

excluyendo el caso b1 = 0 o b3 = 0.
Donde a ∧ b = mı́n{a, b} y a ∨ b = máx{a, b}.

La De�nición (1.2.1) de número difuso señala que cada α-cut de Ã es un intervalo
cerrado. De esta manera, las operaciones entre intervalos son aplicables a los α-cut
de cada número difuso. Como la operatoria entre dos números difusos es también un
número difuso, entregamos las membership correspondientes a cada operación.

Sean Ã y B̃ dos números difusos con µ
Ã
y µ

B̃
sus respectivas funciones de pertenencia.
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1. Suma: Ã+ B̃ es de�nida por

µ
Ã+B̃

(z) = ∨
z=x+y

(
µ
Ã
∧ µ

B̃

)
2. Diferencia: Ã− B̃ es de�nida por

µ
Ã−B̃

(z) = ∨
z=x−y

(
µ
Ã
∧ µ

B̃

)
3. Multiplicación: Ã · B̃ es de�nida por

µ
Ã·B̃(z) = ∨

z=x·y

(
µ
Ã
∧ µ

B̃

)
4. División Ã/B̃ es de�nida por

µ
Ã/B̃

(z) = ∨
z=x/y

(
µ
Ã
∧ µ

B̃

)
En la literatura de conjuntos difusos, existen diferentes tipos de números difusos, por
ejemplo Números difusos triangulares, números difusos trapezoidales, números difu-
sos gaussianos, L-R types, entre otros. Estas categorías pueden ser vistas y han sido
estudiadas por ejemplo en [Choobineh and Li, 1993], [González and Manríquez, 2016],
[Lee, 2005], [Wang et al., 2006] y [Zimmermann, 2001].

1.2.2. Relaciones entre conjuntos difusos

En la subsección 1.1.1 se de�nieron las relaciones de inclusión y equivalencia de con-
juntos difusos en términos de sus funciones de pertenencia (ver de�niciones 1.1.5 y
1.1.6). Los siguientes resultados establecen las mismas relaciones, pero en función
de los conjuntos α-cuts. En los capítulos que siguen nos referiremos a estos resul-
tados para lograr nuestros objetivos. Las demostraciones pueden ser encontradas en
[Cabrera and Vivanco, 2018].

Teorema 1.2.1. Sean Ã y B̃ dos conjuntos difusos. Entonces, Ã ⊆ B̃ si y solo si
∀ α ∈ [0, 1], Ã(α) ⊆ B̃(α).

Teorema 1.2.2. Sean Ã y B̃ dos conjuntos difusos. Entonces, Ã = B̃ si y solo si
∀ α ∈ [0, 1], Ã(α) = B̃(α).

Proposición 1.2.3. Sean Ã y B̃ dos números difusos tales que Ã(α) y B̃(α) son
subconjuntos de R+ . Si Ã ⊆ B̃, entonces Ã2 ⊆ B̃2.

Proposición 1.2.4. Sean Ã, B̃, C̃ y D̃ Números Difusos. Si Ã ⊆ B̃ y C̃ ⊆ D̃,
entonces Ã+ C̃ ⊆ B̃ + D̃.



Capı́tulo 2
Geometría difusa

Las ideas sobre las nociones geométricas difusas han sido propuestas por muchos
investigadores, sin embargo sólo Buckley y Eslami ([Buckley and Eslami, 1997a])
dieron algunas ideas sobre la construcción y representación de las entidades geo-
métricas difusas básicas en un marco matemático. La siguiente revisión de trabajos
de algunos elementos geométricos difusos que tratamos en esta tesis es seguido desde
[Ghosh and Chakraborty, 2019].

En [Rosenfeld, 1998] se hace una breve revisión de los estudios sobre la geometría
difusa y la topología de subconjuntos de imágenes imprecisas, incluyendo la adyacen-
cia, la separación y la conectividad. Anteriormente, Rosenfeld introdujo los conceptos
de altura, anchura y diámetro de los conjuntos difusos utilizando integrales reales
([Rosenfeld, 1984a]). En los trabajos [Rosenfeld, 1984a], [Rosenfeld and Haber, 1984]
y [Bogomolny, 1987] las medidas de la altura, la anchura, el perímetro, etc. de�nidas
se consideran números reales. Sin embargo, Bogomolny trató el problema compara-
tivamente de forma más signi�cativa. Deben ser números difusos y no pueden ser
números reales porque si la región está mal de�nida, entonces es difícil observar la
medida como se precisa en [Guha and Chakraborty, 2010].

En la literatura, la de�nición de un triángulo difuso en el plano se da de cuatro mane-
ras diferentes: primero, por la intersección de tres semiplanos difusos ([Rosenfeld, 1994]);
segundo, por tres puntos difusos como sus vértices ([Buckley and Eslami, 1997b]);
tercero, difuminando el límite de un triángulo clásico ([Li and Guo, 2007]) y, por últi-
mo, por aproximación del triángulo clásico ([Imran and Beg, 2011, Imran and Beg, 2012]).
En [Rosenfeld, 1994], el triángulo difuso se de�ne como un conjunto difuso cuyos α-
cuts son triángulos similares. El triángulo difuso de�nido en [Rosenfeld, 1994] no pue-

17
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de ser un triángulo difuso y es un punto difuso (según [Buckley and Eslami, 1997a])
cuyo soporte es una región triangular. Las funciones trigonométricas y los ángulos
difusos descritos por Rosenfeld son números reales para un triángulo difuso. Estos
deben ser difusos y no pueden ser las medidas clásicas en general, porque el en-
torno considerado no está de�nido con precisión. Mientras que Buckley y Eslami
([Buckley and Eslami, 1997b]) de�nieron el triángulo difuso mediante tres puntos
difusos como sus vértices. Para formar un triángulo difuso, se unen tres segmen-
tos de línea difusa que se cruzan. Imran y Beg estudiaron el triángulo difuso o
f -triángulo como triángulo aproximado. Se informa que en lugar de dibujar un trián-
gulo con regla, cualquier triángulo dibujado a mano alzada es un triángulo difuso.
Posteriormente, también se estudió la similitud de los triángulos difusos. Pero se
observó que el núcleo de este triángulo difuso no es un triángulo bien de�nido. En
[Li and Guo, 2007], el triángulo difuso se de�ne difuminando el límite de un clásico
triángulo mediante una función de paso unitario suave y funciones implícitas.

B. Pham estudió la representación de formas difusas y de�nió una línea difusa como
una colección de segmentos de línea con valores de pertenencia variados ([Pham, 2001]).
Esta línea difusa es básicamente un segmento de línea difusa. La noción de líneas
imprecisas descrita por Lö�er y Kreveld ([Lö�er and Kreveld, 2008]) se convierte
�nalmente en un conjunto de líneas. Las propiedades geométricas de los conjuntos
de líneas y de los conjuntos difusos de líneas han sido investigadas por Rosenfeld
([Rosenfeld, 1995]). Gupta y Ray consideraron una línea difusa como un conjunto
difuso formado por puntos crispados colineales con valores de pertenencia variados,
es decir, un conjunto difuso es una línea difusa cuando su conjunto de soporte es una
línea recta [Gupta and Ray, 1993]. Según este punto de vista, los α-cuts de una línea
difusa pueden ser la unión de segmentos de línea desconectados. Además, las líneas
difusas descritas en [Chaudhuri, 1991] y [Gupta and Ray, 1993] también pueden te-
ner el núcleo vacío. Por lo tanto, estos métodos de de�nición de líneas difusas pueden
violar la de�nición correspondiente de una línea tal como la conocemos. E. Ammar
de�nió una línea difusa que pasa por dos puntos difusos como un conjunto difuso cuya
función de pertenencia es una combinación convexa de los valores de pertenencia de
esos puntos difusos [Ammar, 1999]. En [Tang et al., 2006] de�nieron una estructura
compleja de células difusas para modelar líneas difusas, que es un caso particular del
enfoque utilizado en [Ammar, 1999]. Li y Guo modelaron líneas difusas utilizando
una función de paso unitario suave y funciones implícitas ([Li and Guo, 2007]). Para
detectar formas en datos ruidosos, [Han et al., 1994] propusieron una transformada
de Hough difusa y mencionaron que una línea recta difusa en R2 es un conjunto
difuso normal cuyo núcleo es una línea en el sentido clásico. Rosenfeld de�nió las
propiedades geométricas de un conjunto de líneas y un conjunto difuso de líneas y
señaló que un subconjunto difuso del espacio de Hough es un conjunto difuso de
líneas ([Rosenfeld, 1995]).
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En [Qiu and Zhang, 2006] extendieron el concepto Buckley-Eslami de la geometría
plana difusa a la geometría espacial difusa. M. Schneider en [Schneider, 2008] des-
cribió algunas ideas fundamentales para las líneas difusas. Además de la geome-
tría difusa en el caso euclidiano, Isabelle Bloch presentó algunas ideas sobre el caso
geodésico y el camino más corto entre dos puntos [Bloch, 2000]. Recientemente, en
[Ghosh et al., 2021] se introducen algunos conceptos básicos de la geometría del es-
pacio difuso en el espacio euclidiano tridimensional.

Este capítulo está dedicado a las ideas elementales de la geometría difusa estableci-
das y desarrolladas en [Buckley and Eslami, 1997a] y [Buckley and Eslami, 1997b],
ellas son: punto difuso, métrica difusa, segmento y triángulo difuso. Estos objetos
geométricos difusos son la base conceptual de lo que abordaremos en el Capítulo 3.
Todas las demostraciones de los Teoremas que se enuncian en este capítulo pueden
ser encontradas en [Buckley and Eslami, 1997a] y [Buckley and Eslami, 1997b]. Pa-
ra profundizar o tener otros tratamientos de estos objetos difusos puede consultar
[Ghosh and Chakraborty, 2019].

2.1. Punto difuso

Para comenzar con la geometría difusa, debemos hacerlo con un concepto primitivo
esencial, como lo es el punto.

De�nición 2.1.1 (Punto difuso). Sea (a, b) ∈ R2, y P̃ un subconjunto difuso de R2.
Entonces P̃ es llamado un punto difuso en (a, b) si satisface las siguientes condiciones

1. P̃ es de�nido por una membership semi continua superiormente.

2. µ
P̃
(x, y) = 1 ⇔ (x, y) = (a, b); y

3. ∀α ∈ [0, 1], P̃ (α) es un subconjunto compacto y convexo de R2.

Si P̃ es un punto difuso en (a, b), lo denotaremos por P̃ (a, b).

De la de�nición anterior, podemos ver que P̃ (a, b) puede ser considerado como una
super�cie en R3 (la grá�ca de z = µ

P̃ (a,b)
(x, y)), como se aprecia en la Figura 2.1.

Ejemplo 2.1.1. Sea Ã(3,2; 3,6) un punto difuso cuya función de pertenencia de�ne
un cono circular con base

{
(x, y) ∈ R2 : (x− 3,2)2 + (y − 3,6)2 ≤ 1

}
. Vea Figura 2.2.
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Figura 2.1: Representación de punto difuso.

Figura 2.2: Grá�ca del punto difuso con tres puntos de vista.

2.2. Distancia difusa

A continuación, de�niremos el concepto de distancia entre puntos difusos. Esta dis-
tancia, es un número difuso como es a�rmado en el Teorema 2.2.1. El concepto de
métrica, como es bien sabido, debe satisfacer 3 condiciones: simetría, axioma de coin-
cidencia y la desigualdad triangular (ver más en [Lima, 2009]). Para lo anterior, se
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establece la noción de 0̃ difuso y una relación de orden (para la desigualdad triangu-
lar).

Sea d la métrica Euclidiana usual entre los puntos u y v en R2. Para establecer la
distancia entre dos puntos difusos, la siguiente de�nición es necesaria.

De�nición 2.2.1. Sean P̃ (a1, b1) y P̃ (a2, b2) dos puntos difusos. ∀ α ∈ [0, 1], sea

Ω(α) =
{
d(u, v) : u ∈ P̃ (a1, b1)(α) ∧ v ∈ P̃ (a2, b2)(α)

}

Ahora, de�niremos el subconjunto difuso D̃
(
P̃ (a1, b1), P̃ (a2, b2)

)
de R.

De�nición 2.2.2. Sean P̃ (a1, b1) y P̃ (a2, b2) dos puntos difusos. El subconjunto

difuso de R, D̃
(
P̃ (a1, b1), P̃ (a2, b2)

)
, es de�nido por

µ
D̃(P̃ (a1,b1),P̃ (a2,b2))(t) = sup {α : t ∈ Ω(α)}

Teorema 2.2.1. Sean P̃ (a1, b1) y P̃ (a2, b2) dos puntos difusos. Entonces ∀ α ∈ [0, 1],

D̃
(
P̃ (a1, b1), P̃ (a2, b2)

)
(α) = Ω(α),

y además D̃
(
P̃ (a1, b1), P̃ (a2, b2)

)
es un número difuso.

De lo anterior, se establece la de�nición de distancia entre puntos difusos.

De�nición 2.2.3 (Distancia difusa). Sean P̃ (a1, b1) y P̃ (a2, b2) dos puntos difusos.

Diremos que la distancia entre P̃ (a1, b1) y P̃ (a2, b2) es igual a D̃
(
P̃ (a1, b1), P̃ (a2, b2)

)
.

Ejemplo 2.2.1. Consideraremos P̃1(2, 1) y P̃2(10, 7) dos puntos difusos que de�nen
un cono de base circular con radio 2 y 4 unidades respectivamente. vea Figura 2.3.



CAPÍTULO 2. GEOMETRÍA DIFUSA 22

12

10

8
0

0 6
2

44

6
2

8

0.2

10 0

12
-214

0.4

0.6

0.8

1

Figura 2.3: Grá�cas de P̃1(2, 1) y P̃2(10, 7).

Para determinar D̃(α) observemos la Figura 2.4.
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Figura 2.4: La grá�ca muestra P̃1(0) y P̃2(0).

El segmento morado en la Figura 2.4 es el segmento entre los puntos (2, 1) y (10, 7) y
su longitud es 10. Entonces todas las distancias posibles entre P̃ (2, 1)(0) y P̃ (10, 7)(0)

están entre 4 y 16, es decir Ω(0) = [4, 16] = D̃(P̃1, P̃2)(0).
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Como podemos ver, el número difuso D̃
(
P̃ (a1, b1), P̃ (a2, b2)

)
, depende de P̃ (a1, b1)

y P̃ (a2, b2). Desde aquí, es que D̃ puede ser de�nido como una métrica, que cumpla
con las 3 condiciones necesarias: simetría, axioma de coincidencia y la desigualdad
triangular. Para ello, es necesario de�nir Métrica difusa.

De aquí en adelante, para efectos de simpli�car la escritura, consideremos solamente
por P̃1, P̃2 y P̃3 puntos difusos.

De�nición 2.2.4 (Métrica difusa). Una métrica difusa M̃ es una función de�nida
desde el conjunto de pares de puntos difusos en el conjunto de números difusos tal
que:

1. M̃(P̃1, P̃2) = M̃(P̃2, P̃1).

2. M̃(P̃1, P̃2) = 0̃ si y solo si P̃1 y P̃2 son puntos difusos en (a, b) y

3. M̃(P̃1, P̃2) ≤ M̃(P̃1, P̃3) + M̃(P̃3, P̃2) para cualquier punto difuso P̃1, P̃2, P̃3.

Para completar la de�nición debemos de�nir dos elementos importantes: 0̃ y ≤.

Primero: El 0̃ será cualquier subconjunto difuso de R que cumpla las siguientes
propiedades:

1. µ0̃(x) = 0 para x < 0.

2. µ0̃(x) = 1 si y solo si x = 0 y

3. µ0̃(x) es decreciente para 0 < x < d, para algún d > 0, y µ0̃(x) = 0 para x ≥ d.

Segundo: Al ser M̃(P̃1, P̃2) un número difuso sus α-cuts serán intervalos cerrados.
A continuación de�niremos dos ordenes (≤) de números difusos en términos de sus
α-cuts.

De�nición 2.2.5. Sean Ã y B̃ dos números difusos que conforman los conjuntos
Ã(α) = [a1(α), a2(α)], y B̃(α) = [b1(α), b2(α)] para todo α ∈ [0, 1]. Escribimos
Ã ≤s B̃ si y solo si a1(α) ≤ b1(α) y a2(α) ≤ b2(α) para todo α ∈ [0, 1]. Escribimos
Ã ≤w B̃ sí y solo sí a2(α) ≤ b2(α) para todo α ∈ [0, 1].

En la De�nición 2.2.5, la relación �≤s"se re�ere a una orden fuerte, y la relación
�≤w"denota una orden débil. Esto es debido a las propiedades que satisfacen cada
una de ellas como es mostrado en el Teorema 2.2.2.
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La relación ≤ en 3.- , de la De�nición 2.2.4, puede ser ≤s o ≤w. Si usamos ≤s(≤w)
diremos que M̃ es una métrica difusa fuerte (débil).

Teorema 2.2.2. La relación ≤s es de orden parcial (re�exivo, antisimétrico, transi-
tivo) en el conjunto de los números difusos. La relación ≤w es re�exiva y transitiva.

Otras relaciones de orden han sido de�nidas sobre el conjunto de números difusos, ver
por ejemplo [Choobineh and Li, 1993], [González and Manríquez, 2016], [Thorani et al., 2012],
y [Wang et al., 2006].

2.3. Segmento difuso

Un segundo elemento importante en orden a de�nir triángulo en esta geometría es
el concepto de segmento. Para de�nir segmento de línea difusa, denotemos por XY
el segmento de línea de�nido por los puntos X,Y ∈ R2.

De�nición 2.3.1 (Segmento difuso). El segmento de línea difusa L̃PQ entre dos
puntos difusos P̃ y Q̃ se de�ne por su función de pertenencia

µ
L̃pq

(x, y) = sup
{
α : (x, y) ∈ XY ,X ∈ P̃ (α) and Y ∈ Q̃(α)

}
.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos los puntos del Ejemplo 2.2.1. Vea la grá�ca del seg-
mento difuso de�nido por los puntos P̃1(2, 1) y P̃2(10, 7) en la Figura 2.5.

Figura 2.5: Grá�ca del segmento difuso L̃P1P2 .
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Diferentes métodos para de�nir líneas o segmentos difusos son propuestos en [Buckley and Eslami, 1997a]
y [Buckley and Eslami, 1997b].

2.4. Polígono difuso

Esta Sección provee la de�nición de polígono difuso que es construida a partir de los
elementos de�nidos previamente.

Consideremos v1, . . . , vn n puntos distintos en el plano que de�nen un polígono de n
lados, además sean P̃i puntos difusos en vi para i = 1, . . . , n.

De�nición 2.4.1 (Polígono difuso). Sean L̃1, . . . , L̃n segmentos difusos desde P̃1

a P̃2,. . .,P̃n a P̃1, respectivamente. Entonces un polígono de n lados difusos es el
conjunto difuso

P̃ =
n⋃

i=1

L̃i,

y está de�nido por la función mermbership

µP̃(x, y) = máx
1≤i≤n

{
µ
L̃i
(x, y)

}
.

De�nición 2.4.2. Diremos que un polígono difuso es no-degenerable si P̃i(0) no es
un subconjunto de P̃j(0), j ̸= i, para todo i = 1, . . . , n. Además, el polígono difuso
es fuertemente no-degenerable si P̃i(0), 1 ≤ i ≤ n, es disjunto dos a dos.

Finalmente, recordamos la de�nición establecida en [Cabrera and Vivanco, 2018] de
triángulo rectángulo difuso.

De�nición 2.4.3 (Triángulo rectángulo difuso). Sean P̃1(a, b), P̃2(c, d), P̃3(e, f) tres
puntos difusos que de�nen un triángulo difuso T̃ fuertemente no degenerable. Dire-
mos que T̃ es un triángulo rectángulo difuso en P̃2(c, d) si y solo si, (a, b), (c, d) y
(e, f) forman un triángulo rectángulo en (c, d).

Ejemplo 2.4.1 (Triángulo). Consideremos los puntos del Ejemplo 2.2.1 y agregamos
el punto difuso P̃3(10, 1) de�niendo un cono de base circular de radio 1 unidad.
Observe que los puntos (2, 1), (10, 7) y (10, 1) de�nen un triángulo rectángulo en
(10, 1). Además, el triángulo difuso T̃ que de�nen P̃1(2, 1), P̃2(10, 7) y P̃3(10, 1) es
fuertemente no degenerable. En conclusión T̃ es un triángulo rectángulo difuso en
P̃3(10, 1). La Figura 2.6 muestra la grá�ca de T̃ .
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Figura 2.6: Grá�ca del triángulo rectángulo difuso T̃ .



Capı́tulo 3
El Teorema de Pitágoras difuso

Uno de los teoremas más recordados en educación media y/o básica de nuestro país
es el Teorema de Pitágoras, ya que lo vemos varios años consecutivos durante nuestro
proceso académico. Si le preguntamos a cualquier estudiante el nombre de un ma-
temático famoso, la mayoría de las veces optarán por Pitágoras. Por la importancia
que este teorema adquiere podemos decir que es un símbolo de la matemática.

El Teorema de Pitágoras tiene ese nombre porque su demostración es esfuerzo de
la escuela pitagórica. Anteriormente, en Mesopotamia y el antiguo Egipto se cono-
cían ternas de valores que se correspondían con los lados de un triángulo rectán-
gulo, y se utilizaban para resolver problemas referentes a los citados triángulos, tal
como se indica en algunas tablillas y papiros. Sin embargo, no ha perdurado nin-
gún documento que exponga teóricamente su relación. La pirámide de Kefrén, fue
la primera gran pirámide que se construyó basándose en el llamado triángulo sa-
grado egipcio, de medidas 3-4-5. Las novedades más importantes que registran los
textos babilónicos se re�eren a la solución algebraica de ecuaciones lineales y cua-
dráticas y el conocimiento del llamado Teorema de Pitágoras (para más detalles vea
[Stewart and Fernández, 2013]).

Un enunciado simple del teorema es el siguiente:

Teorema de Pitágoras: Si un triángulo rectángulo tiene catetos de longitudes a y

b, y la medida de la hipotenusa es c entonces:

c2 = a2 + b2.

Diferentes demostraciones del resultado pueden ser encontradas en una cantidad no
despreciable de textos. Vea por ejemplo [Euclides, 1956], [Eves, 1969], [Martínez, 2000],

27
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[Moise and Downs, 1970].
Son muchas las aplicaciones de este teorema en la vida diaria, pero a veces no nos
damos cuenta, por ejemplo, cuando queremos saber la longitud de la sombra de un
árbol, teniendo la altura del árbol y la medida desde la punta del árbol al �nal de la
sombra, estos dos datos nos permiten utilizar el Teorema de Pitágoras encontrando
la medida de la sombra. El ejemplo anterior estaba basado en la naturaleza, pero
no tan solo se emplea en esta sino que también se puede aplicar diferentes o�cios
o empleos, como la arquitectura, la construcción, la geología y la navegación, entre
otros.

Por otro lado, el teorema de Pitágoras ha sido extendido de diferentes maneras y en
diferentes geometrías. De manera muy sencilla, la ley de los cosenos es una de ellas.
Podemos encontrar también una generalización del teorema en conjuntos medibles de
Lebesgue ([Conant and Beyer, 1974]), en espacios unitarios ([Conant and Beyer, 1974]),
espacios de Banach ([Alber, 1998]), en dimensión n ([Cook, 2013]). Además existe
una versión del teorema en la geometría hiperbólica ([Ungar, 1999]) y recientemente,
podemos encontrar una versión para la geometría Riemanniana en [Amari, 2009].
En [Kadison, 2002a] y [Kadison, 2002b] se estudia el teorema dividido en el caso de
dimensionalidad discreta y el caso de dimensionalidad continua. En este contexto, se
demuestra una versión totalmente no conmutativa del teorema.
Lo anterior da cuenta que este resultado matemático ha atraído y tiene atraída la
atención de muchos investigadores que intentan generalizar o extender las ideas a dife-
rentes geometrías o espacios. En el marco que esta tesis se desarrolla, esto es la geome-
tría difusa, las investigadoras Cabrera & Vivanco basadas en los trabajos de Buckley
y Eslami ([Buckley and Eslami, 1997a, Buckley and Eslami, 1997b]), desarrollan una
generalización del teorema de Pitágoras considerando puntos difusos donde cada uno
de ellos de�ne un cono de base circular de radio r > 0 [Cabrera and Vivanco, 2018].
El resultado establece, bajo ciertas condiciones, una relación de subconjunto entre
los números difusos asociados con el triángulo rectángulo difuso, muy similar al clá-
sico enunciado del Teorema de Pitágoras en la geometría euclidiana. En detalles, el
enunciado del teorema es como sigue:

Teorema (Primera versión del Teorema de Pitágoras difuso, [Cabrera and Vivanco, 2018])
Sean P̃1, P̃2, y P̃3 puntos difusos que de�nen un triángulo rectángulo difuso en P̃2,

y cada P̃i es un cono de base circular r > 0.
Si Ã = D̃[P̃1, P̃2], B̃ = D̃[P̃2, P̃3] y C̃ = D̃[P̃1, P̃3], entonces:

C̃2 ⊆ Ã2 + B̃2.

La demostración del teorema pasa por determinar explícitamente D̃
(
P̃i, P̃j

)
(α) para

i ̸= j e i, j = 1, 2, 3 de la misma forma que mostramos en el Ejemplo 2.2.1 de la
Sección 2.2, Capítulo 2.
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En este Capítulo establecemos una versión del teorema de Pitágoras más general
que la entregada en [Cabrera and Vivanco, 2018]. Esta condición de generalidad co-
rresponde a considerar puntos difusos que de�nan conos no congruentes (es decir,
con radios basales diferentes). Para alcanzar este objetivo es necesario caracterizar
completamente el conjunto D̃(α). Esto último lo hacemos de manera general consi-
derando dos puntos difusos que no necesariamente de�nen conos (ver Sección 3.1).
Este es un resultado importante que emerge de esta investigación. Finalmente, en
la Sección 3.2 establecemos nuestra propuesta del teorema de Pitágoras difuso y su
demostración.

3.1. Conjunto D̃(α)

En esta Sección tratamos la distancia difusa D̃ entre dos puntos difusos. En detalle,
caracterizamos el conjunto α-cut de D̃. Para esto último �jaremos algunas notaciones.
Además, dado que para todo α ∈ [0, 1] α-cut de un punto difuso es un subconjunto
compacto y convexo de R2 (De�nición 2.1.1) recordaremos algunos elementos sobre
conjuntos convexos.

Consideremos R2 dotado de la distancia euclidiana clásica, denotada por dist(·, ·).
La distancia, denotada por d, entre un punto y y X ⊂ R2 se de�ne como d(y,X) =
ı́nfa∈A dist (y, a). Además, la distancia entre dos conjuntos X y Y , denotado por
dist(X,Y ), es de�nida por dist(X,Y ) = ı́nf {dist(a, b) : a ∈ X and b ∈ Y }. La si-
guiente Proposición puede ser encontrada en [Gardner, 1995] y/o [Schneider, 2014].

Proposición 3.1.1. Sea X un subconjunto cerrado, no vacío y convexo de R2.

1. Para cada y ∈ R2 existe un punto único x ∈ X que minimiza la distancia a y,
es decir dist(y, x) = d (y,X).

2. Si y ∈ R2 \X, entonces x ∈ ∂X.

Nótese que de la Proposición anterior, dist(X,Y ) = ı́nf {dist(a, b) : a ∈ ∂X y b ∈ ∂Y }.

Para lo siguiente vea Figura 3.1. Sean P̃1 y P̃2 dos puntos difusos en A y B res-
pectivamente tal que P̃1(0) y P̃2(0) son disjuntos. Sea a = dist(A,B). Denotamos
por xAa (α) y xBa (α) los puntos pertenecientes a P̃1(α) y P̃2(α) respectivamente tal

que dist
(
xa(α)

A, xBa (α)
)
= dist

(
P̃1(α), P̃2(α)

)
, y por FA

a (α) y FB
a (α) los puntos de

intersección entre el segmento de línea AB y la frontera de P̃1(α) y P̃2(α) respecti-
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vamente, es decir

∂P̃1(α) ∩AB =
{
FA
a (α)

}
∂P̃2(α) ∩AB =

{
FB
a (α)

}
.

Finalmente, establecemos

rAa (α) = dist
(
A,FA

a (α)
)
,

rBa (α) = dist
(
B,FB

a (α)
)
, y

â = dist
(
FA
a (α), FB

a (α)
)
.

Figura 3.1: α-cuts de los puntos difusos P̃1 y P̃2 y los respectivos elementos de�nidos.

Ya que xAa (α) y xBa (α) son los puntos que de�nen la distancia entre P̃1(α) y P̃2(α)
entonces dist

(
xAa (α), x

B
a (α)

)
≤ â. Por lo tanto, podemos identi�car dos puntos,

denotados por pAa y pBa , entre FA
a (α) y FB

a (α) sobre AB, tal que dist
(
pAa , p

B
a

)
=

dist
(
xAa (α), x

B
a (α)

)
(ver Figura 3.2). Sean hAa = dist

(
pAa , F

A
a (α)

)
y hBa = dist

(
pBa , F

B
a (α)

)
.

Entonces, tenemos que

â = dist
(
xAa (α), x

B
a (α)

)
+ hAa + hBa y

a = â+ rAa (α) + rBa (α).

En consecuencia

dist
(
xAa (α), x

B
a (α)

)
= a−

(
rAa (α) + rBa (α)

)
−
(
hAa + hBa

)
. (3.1)

Por otro lado, denotemos por mA
a (α) y mB

a (α) los puntos que de�nen la distan-
cia máxima entre P̃1(α) y P̃2(α). Ya que dist

(
mA

a (α),m
B
a (α)

)
≥ a entonces pode-

mos identi�car dos puntos, denotados por qAa y qBa entre mA
a (α) y mB

a (α) tal que
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Figura 3.2: Proyección de xa(α)
A y xBa (α) sobre AB.

dist
(
qAa , q

B
a

)
= a. Sean HA

a = dist
(
mA

a (α), q
A
a

)
y HB

a = dist
(
mB

a (α), q
B
a

)
. (Ver

Figura 3.3). Entonces

dist
(
mA

a (α),m
B
a (α)

)
= a+HA

a +HB
a . (3.2)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1) y (3.2), obtenemos

D̃(α) =
[
a−

(
rAa (α) + rBa (α)

)
−
(
hAa + hBa

)
, a+HA

a +HB
a

]
. (3.3)

Figura 3.3: Proyección de A y B en el segmento de�nido por mA
a (α) y mB

a (α).

Observación 2. Dado que la relación métrica que abordamos en esta tesis es el
teorema de Pitágoras, necesitamos al menos 3 puntos difusos que den lugar a tres
distancias difusas.

De la descripción anterior queda claro que pueden ocurrir muchos casos diferentes y
complicados, por lo que es necesario limitarnos a estudiar solo un caso. Observe que
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si pAa = FA
a (α), pBa = FB

a (α), rAa = rBa , H
A
a = rAa y HA

a = HB
a entonces

D̃(α) = [a− 2r, a+ 2r] ,

con r = rAa = rBa . Este es exactamente el caso tratado en [Cabrera and Vivanco, 2018]
en que los puntos difusos de�enen conos de base circular de radio r > 0.

En esta tesis y en la sección siguiente asumiremos las siguientes condiciones para
cualquier par de puntos difusos en A y B:

pAa = FA
a (α).

pBa = FB
a (α).

HA
a = rAa .

HB
a = rBa .

En resumen, consideramos puntos difusos que de�nan conos de base circular no
necesariamente congruentes.

3.2. Una versión del teorema de Pitágoras en la geome-

tría difusa

En esta Sección establecemos una versión del teorema de Pitágoras en la geome-
tría difusa considerando las condiciones de la sección anterior, esto es, consideramos
puntos difusos que de�nan conos de base circular no necesariamente congruentes. A
diferencia del caso de radios congruentes, cuando consideramos diferentes radios es
posible que la relación de subconjunto que relaciona las medidas difusas del triángulo
rectágulo difuso varíe.

Sean P̃1(v1), P̃2(v2), y P̃3(v3) tres puntos difusos que de�nen un triángulo rectángulo
difuso en P̃2 tal que cada P̃i de�ne un cono de base circular de radio r1, r2, r3 respec-
tivamente y d(v1, v2) = a, d(v2, v3) = b y d(v1, v3) = c. Sin pérdida de generalidad,
consideremos a ≤ b < c.
Además, consideremos Ã = D̃[P̃1, P̃2], B̃ = D̃[P̃2, P̃3] y C̃ = D̃[P̃1, P̃3] las distancias
difusas asociadas a cada par de puntos difuso.

Observación 3. Algunos comentarios acerca de lo establecido en el párrafo anterior:

1. Como tenemos un triángulo rectángulo difuso, los puntos P̃i son disjuntos dos
a dos, esto implica que r1 + r2 < a, r2 + r3 < b y r1 + r3 < c.
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2. Desde la Sección 3.1 y asumiendo que cada P̃1 y P̃2 de�ne un cono de base
circular de radio r1 y r2 respectivamente, podemos establecer que

D̃(α) = [a− (r1(α) + r2(α)), a+ (r1(α) + r2(α))]. (3.4)

De igual forma para las otras distancias difusas.

Las siguiente proposición provee una condición necesaria para la relación métrica que
estudiamos en esta tesis.

Proposición 3.2.1 (Condición necesaria). Con la notación previa.

1. Si C̃2 ⊆ Ã2 + B̃2 entonces a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3) > 0.

2. Si Ã2 + B̃2 ⊆ C̃2 entonces a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3) < 0.

Demostración. Del teorema de Tales, para cada ri, con i = 1, 2, 3, tenemos que
ri(α) = ri−αri con α ∈ [0, 1]. Además, considerando ecuación (3.4) podemos escribir
lo siguiente:

Ã(α) = D̃[P̃1, P̃2](α) = [a− (r1 + r2)(1− α), a+ (r1 + r2)(1− α)],

B̃(α) = D̃[P̃2, P̃3](α) = [b− (r2 + r3)(1− α), b+ (r2 + r3)(1− α)],

C̃(α) = D̃[P̃1, P̃3](α) = [c− (r1 + r3)(1− α), c+ (r1 + r3)(1− α)].

A partir de cálculos sencillos obtenemos

Ã2(α) = [(a− (r1 + r2)(1− α))2 , (a+ (r1 + r2)(1− α))2],

B̃2(α) = [(b− (r2 + r3)(1− α))2 , (b+ (r2 + r3)(1− α))2],

C̃2(α) = [(c− (r1 + r3)(1− α))2 , (c+ (r1 + r2)(1− α))2].

Sumando Ã2(α) y B̃2(α) obtenemos

[(a− (r1 + r2)(1− α))2+(b− (r2 + r3)(1− α))2 , (a+ (r1 + r2)(1− α))2+(b+ (r2 + r3)(1− α))2].

Por Teorema 1.2.1, C̃2 ⊆ Ã2 + B̃2 si y solo si

(a+ (r1 + r2)(1− α))2 + (b+ (r2 + r3)(1− α))2 ≥ (c+ (r1 + r3)(1− α))2 (3.5)

y

(a− (r1 + r2)(1− α))2 + (b− (r2 + r3)(1− α))2 ≤ (c− (r1 + r3)(1− α))2 (3.6)
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De las desigualdades (3.5) y (3.6) obtenemos

a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3) + (1− α) (r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3) ≥ 0 (3.7)

y

−a(r1 + r2)− b(r2 + r3) + c(r1 + r3) + (1− α) (r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3) ≤ 0 (3.8)

respectivamente. Multiplicando (3.8) por −1 y sumando (3.7) obtenemos que a(r1+
r2) + b(r2 + r3) − c(r1 + r3) > 0. Esto prueba el ítem 1. Para el probar el ítem dos

se procede de manera análoga, considerando Ã2 + B̃2 ⊆ C̃2.

Observación 4. En el caso que r1 = r2 = r3 = r entonces solo se puede a�rmar
que C̃2 ⊆ Ã2 + B̃2 ya que r1 = r2 = r3 = r implica a+ b− c > 0 y esto siempre es
cierto en un tríangulo.

Desde la Proposición 3.2.1 tenemos dos condiciones necesarias para dos posibles
contenciones. En lo que sigue, asumiremos que a(r1+r2)+b(r2+r3)−c(r1+r3) > 0.

El siguiente teorema es el resultado principal de esta tesis.

Teorema 3.2.2 (Pitágoras difuso casi general). Con la notación previa.

C̃2 ⊆ Ã2 + B̃2 si y solo si

(1− α) |r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3| < a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3).

Demostración. Al igual que en la demostración de la Proposición 3.2.1, C̃2 ⊆ Ã2+B̃2

si y solo si

a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3) + (1− α) (r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3) ≥ 0 (3.9)

y

−a(r1 + r2)− b(r2 + r3) + c(r1 + r3) + (1−α) (r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3) ≤ 0. (3.10)

Como a(r1 + r2) + b(r2 + r3) − c(r1 + r3) > 0, las desigualdades (3.9) y (3.10) son
equivalentes a (1−α) |r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3| < a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3).



Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue establecer una versión del teorema de Pitágoras en la
geometría difusa considerando puntos difusos que de�nen conos de base circular con
radios diferentes.
La primera tarea consisitió en determinar explícitamente el conjunto α-cut de la
distancia difusa de�nida entre dos puntos difusos, utilizando nociones básicas de
conjuntos convexos. Es claro que la naturaleza de los puntos difusos es responsable
de la complejidad de extener de manera más general un enunciado del teorema de
Pitágoras de manera difusa. Esto se sostiene en la cantidad de variables a considerar
en la ecuación (3.3) que caracteriza a D̃(α).
Considerando las condiciones impuestas sobre los puntos difusos, es decir, asumiendo
que son puntos difusos que de�nen conos de base circular con radios diferentes,
obtuvimos que

D̃(α) = [a− (r1(α) + r2(α)), a+ (r1(α) + r2(α))],

(Ecuación (3.4), Sección 3.2, Capítulo 3). El interés por conocer explícitamente este
conjunto se debe a la estrategia adoptada para probar el resultado principal, la cual
consistió en utilizar el resultado que establece la relación de subconjunto difuso en
función de los conjuntos α-cuts (Teorema 1.2.1).
Una observación importante previa al resultado principal, señala que la relación de
subconjunto entre las distancias difusas involucradas podía cambiar de sentido. Esto
es una diferencia respecto al caso estudiado en [Cabrera and Vivanco, 2018] donde
los radios son todos congruentes. De lo anterior emerge una condición necesaria para
cada relación de contención (ver Proposición 3.2.1).
La segunda tarea consistió en obtener una versión del teorema de Pitágoras con
las condiciones impuestas a los puntos que de�nen el triángulo rectágulo difuso. La
no congruencia de los radios que de�nen a cada punto difuso tiene incidencia en el
resultado principal que hemos establecido (ver Teorema 3.2.2). La dependencia de

35
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los radios se expresa en sostener la relación

(1− α) |r2 (r1 + r2 + r3)− r1r3| < a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3),

para todo α ∈ [0, 1[ siempre que a(r1 + r2) + b(r2 + r3)− c(r1 + r3) > 0. Lo anterior
evidencia la complejidad de extender de una manera general un enunciado equivalente
al teorema de Pitágoras en esta geometría, incluso restringiendo los puntos difusos
que de�nen al triángulo.

Otros dos aportes, tal vez implícitos de esta tesis, se encuentren en el Capítulo 2. És-
tos corresponden a las grá�cas de cada elemento geométrico difuso (punto, segmento
y triángulo) entregadas en cada ejemplo del capítulo. Pocas grá�cas de estos elemen-
tos pueden ser encontrados en la literatura, sin embargo destacamos los ejemplos
encontrados en [Ghosh and Chakraborty, 2019]. El segundo aporte, corresponde a la
revisión bibliográ�ca con la que inicia el Capítulo 2. Un panorama completo de los
elementos geométricos difusos que se tratan en esta tesis es expuesto para justi�car
la importancia del objeto de estudio y exponer el estado del arte.

Bajo las mismas condiciones que acotan esta tesis quedan muchos desafíos por tratar.
Por ejemplo, extender otros clásico teoremas de la geometría ecucidiana, por nom-
brar solo algunos: el teorema de la altura (o de Euclídes como también se le conoce),
el teorema de Thales o los teoremas fundamentales de la circunferencia. De las posi-
bles extensiones que nombramos, se puede desprender algún criterio de semejanza o
congruencia de triángulo difuso tal como emanan desde el teorema de Thales en la
geometría euclidiana plana. Respecto del teorema de Euclídes, es necesaria la noción
de altura difusa. Aquí hay un problema a resolver. Como los triángulos son fuerte-
mente no degenerados (De�nición 2.4.2) los vértices que de�nan la altura también
deben considerar esta restricción. Entonces cómo escoger o de�nir esos elementos no
es claro para nosotros. Y de igual forma para los otros elementos secundarios del
triángulo ampliamente estudiados en la clásica geometría plana euclidiana.
Pero no solo estas extensiones de teoremas son posibles de investigar. Una interro-
gante que nos surge es acerca de un elemento que resultó tener un papel importante
a lo largo de toda la investigación, nos referimos a la distancia (difusa) entre dos
puntos difusos. Particularmente, nos preguntamos si la distancia difusa hereda al-
guna condición, propiedad, o característica (recordemos que es un número difuso),
si los puntos que la de�nen tienen alguna propiedad geométrica. Al parecer, cuando
los puntos difusos de�nen conos no congruentes la distancia difusa es un número
difuso triangular (ver [Zimmermann, 2001]). Si lo anterior es cierto, se abre un aba-
nico importante de investigación, considerando las diferentes características con las
que podemos dotar a los puntos difusos, ya que al ser vistos como super�cies de R3

podrían ser de�nidos por simetrías en los ejes, podrían de�nir super�cies: convexas,
no convexas, con curvatura positiva, negativa, con igual o diferentes volúmenes, etc.
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